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Ëåêöèè ïî ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäàì è ìîäåëèðîâàíèþ äëÿ

ñòóäåíòîâ 5 êóðñà âîñòî÷íîãî ôàêóëüòåòà
Ââåäåíèå. Î ðîëè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ.Ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � ýòî åñòåñòâåííî íàó÷íàÿ äèñöèïëèíà, îñíîâíîé çàäà÷åé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ íàó÷íî-îáîñíîâàííûõ âûâîäîâ î
ìàññîâûõ ÿâëåíèÿõ è ïðîöåññàõ íà îñíîâå äàííûõ íàáëþäåíèé è ýêñïåðèìåíòîâ. Â
îáëàñòè ïðèëîæåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè â ïîñëåäíèå ãîäû íàìåòèëñÿ áîëüøîé
ïðîãðåññ, îáóñëîâëåííûé ðàñïðîñòðàíåíèåì èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè
è ïîâûøåíèåì åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî óðîâíÿ åå ïîëüçîâàòåëåé.

Ôèëîëîãè ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðîáëåìîé àíàëèçà äàííûõ, íàïðèìåð, â ëåêñèêîãðàôèè,
íàïðèìåð, êîãäà íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êàêîé ôàêòîð âíîñèò áîëåå çíà÷èìûé âêëàä â
ôîðìèðîâàíèå àêöåíòà ó øêîëüíèêîâ � ñåìüÿ, øêîëà èëè ñðåäà îáèòàíèÿ (ìåñòíîñòü).

Ýòíîãðàôû, ñòðàíîâåäû, èñòîðèêè � äëÿ îòñåâà íå çíà÷èìîé èíôîðìàöèè è âû-
ÿâëåíèè âåäóùèõ ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, íàñêîëüêî çíà÷èì äëÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè
æèçíè ôàêòîð, ñâÿçàííûé ñ îáúåìàìè ïðîäàæ àëêîãîëüíîé ïðîìûøëåííîñòè, èëè
êàê ñêàçûâàåòñÿ íà ñïåöèôèêå ïèòàíèÿ â Êàìåðóíå òî, ÷òî ñåëüñêîå õîçÿéñòâî îðè-
åíòèðîâàíî íà ýêñïîðò êîôå.

Øèðîêèé êðóã ñïåöèàëèñòîâ èíòåðåñóþò îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ëþäåé èëè æè-
âîòíûõ. Íàïðèìåð, ìîæíî âûÿñíèòü, íàñêîëüêî çíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ ÷àñòîòà è äëè-
òåëüíîñòü ïîäíÿòèÿ áðîâåé ó íàðêîìàíîâ, àëêîãîëèêîâ è íîðìàëüíûõ ëþäåé. Îòâåòû
íà ïîäîáíûå âîïðîñû â ñîñòîÿíèè çíà÷èòåëüíî îáîãàòèòü íàøè ïîçíàíèÿ â òîé èëè
èíîé îáëàñòè íàóêè, èëè äàæå îáíàðóæèòü íåêîòîðûå ñêðûòûå îò íåïîñðåäñòâåííîãî
íàáëþäåíèÿ ôàêòû.

Çàäà÷à äàííîãî êóðñà � ïîçíàêîìèòü ñëóøàòåëåé ñ íåêîòîðûìè áàçîâûìè ïîíÿòè-
ÿìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ìîäåëèðîâàíèÿ íà ïðèìåðàõ
ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷:

• îïðåäåëåíèå îáúåìà âûáîðêè, íåîáõîäèìîãî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáëþäàåìûå ÷àñ-
òîòû ïðîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà îòëè÷àëàñü îò èñòèííîé ÷àñ-
òîòû íå áîëåå ÷åì íà 1%;

• ïðîâåðêà ïðè ïîìîùè íåïàðàìåòðè÷åñêîãî êðèòåðèÿ îäíîðîäíîñòè Ìàííà-Óèò-
íè òîãî, íàñêîëüêî çíà÷èìî îòëè÷èå ãîðîäîâ øòàòîâ Òåõàñ è Êàëèôîðíèÿ ïî íå-
êîòîðîìó ïðèçíàêó (ãîäîâîå êîëè÷åñòâî îñàäêîâ, óðîâåíü îáðàçîâàííîñòè íàñå-
ëåíèÿ, ïðåñòóïíîñòè, ïðîöåíò àôðîàìåðèêàíöåâ èëè ëþäåé, äëÿ êîòîðûõ ðîäíîé
ÿçûê íå àíãëèéñêèé, äåòñêàÿ ñìåðòíîñòü è ò.ä.);

• èçìåðåíèå çíà÷èìîñòè êîððåëÿöèè ìåæäó òåìè æå ïîêàçàòåëÿìè ïðè ïîìîùè
ðàíãîâîãî êðèòåðèÿ Ñïèðìåíà;

• ñòàòèñòè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå ôàêòà î ñòàáèëüíîñòè ïîêàçàòåëåé ïðåñòóïíîñòè
ïî äàííûì óãîëîâíîé ïîëèöèè Ôðàíöèè 1826�1831ãã.

• ðåøåíèå çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïðè îãðàíè÷åííîñòè îáúåêòîâ íà-
áëþäåíèÿ (äèñïåðñèîííûé àíàëèç íà ëàòèíñêèõ êâàäðàòàõ).
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1. Ïîâòîðåíèå îñíîâíûõ ñâåäåíèé èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

1.1. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèå. Åñëè ïðè îïðåäåëåííîì êîìïëåêñå óñëîâèé ñîáûòèå
îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò, òî îíî íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì. Îáû÷íî åãî îáîçíà÷àþò
÷åðåç Ω. Åñëè ïðè îïðåäåëåííîì êîìïëåêñå óñëîâèé ñîáûòèå íå ìîæåò ïðîèçîéòè,
òî îíî íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Åãî îáîçíà÷àþò ÷åðåç çíàê ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅.
Åñëè ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè, òî îíî íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì.
Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåçA,B,C, . . .. Ìåðà îñóùåñòâëåíèÿ íåêîòîðîãî
ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ åñòü âåðîÿòíîñòü.

Âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ A îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A, ê îáùåìó ÷èñëó èñõîäîâ. Íàïðèìåð,
âû ïðèñóòñòâóåòå íà ñåìèíàðå, ãäå êðîìå âàñ, åùå 19 ÷åëîâåê, ò.å. âñåãî ïðèñóòñòâóåò
n = 20 ñòóäåíòîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðåïîäàâàòåëü âîñïîëüçóåòñÿ áåçäóøíûì
äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ è ïîïðîñèò âàñ îòâåòèòü íà íåêîòîðûé âîïðîñ, ðàâíà 1

20
= 0.05.

Åñëè â ãðóïïå 4 ÷åëîâåêà íå çíàþò îòâåòà íà âîïðîñ è 16 çíàþò, òî ïðè òåõ æå
óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûáåðåò òîãî,
êòî îòâåò çíàåò, ðàâíà P (A) = 16

20
= 4

5
= 0.8.

1.2. Ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, íåçàâèñèìîñòü ñîáû-

òèé. Ïóñòü â ãðóïïå 10 þíîøåé è 10 äåâóøåê. B � ñîáûòèå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûáåðåò äåâóøêó, P (B) = 10

20
= 0.5. Èç òåõ ÷åòûðåõ,

êòî îòâåòà íà âîïðîñ íå çíàåò, äâîå þíîøåé è äâå äåâóøêè. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûáåðåò äåâóøêó, êîòîðàÿ çíàåò îòâåòà íà âîïðîñ, ðàâíà
P (AB) = 8

20
= 0.4. Ñîáûòèå AB íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé, îíî ïðîèñõîäèò

òîãäà, êîãäà ñîáûòèÿ A è B ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî.
Ïðè èçìåíåíèè óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà èçìåíèòñÿ è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñ-

õîäîâ. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P (A|B) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ñîáûòèåB óæå ïðîèçîøëî. Ýòó âåðîÿòíîñòü óäîáíî âû÷èñëÿòü êàê îòíîøåíèå
êîëè÷åñòâà äåâóøåê, êîòîðûå çíàþò îòâåò íà âîïðîñ, ê îáùåìó êîëè÷åñòâó äåâóøåê:
P (A|B) = 8

10
= 0.8. Çàìåòèì, ÷òî ýòó âåðîÿòíîñòü ìû ìîãëè áû âû÷èñëèòü êàê

P (A|B) =
8

10
=

8/20

10/20
=
P (AB)

P (B)
= 0.8.

Åñëè óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíîé, ò.å. P (A|B) = P (A), òî
ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíàíèå
èëè íåçíàíèå îòâåòà íà âîïðîñ íå çàâèñèò îò ïîëà, ñðåäè þíîøåé è äåâóøåê îäèíà-
êîâûé ïðîöåíò çíàòîêîâ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé, ò.å. P (AB) = P (A)P (B). Íàïðèìåð,

0.4 = P (AB) = P (A)P (B) = 0.8 · 0.5.

1.3. Ñóììà ñîáûòèé. Ñîáûòèå A + B, êîòîðîå ïðîèñõîäèò, êîãäà ïðîèñõîäèò
ëèáî ñîáûòèå A, ëèáî ñîáûòèå B, ëèáî îáà âìåñòå, íàçûâàåòñÿ ñóììîé ñîáûòèé. Íà-
ïðèìåð, A � ñòóäåíò çíàåò îòâåò, B � ñëó÷àéíî âûáðàíà äåâóøêà. Âîçìîæíû ÷åòûðå
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ñîáûòèÿ: AB, AB̄, ĀB è ĀB̄, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè 8
20
, 8
20
, 2
20
, 2
20
.

Áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñóììå A+B ñîáûòèÿ � AB, AB̄, ĀB. Âåðîÿòíîñòü P (A+B) =
8+8+2

20
= 18

20
= 0.9. Èíà÷å ýòó âåðîÿòíîñòü ìîæíî ñîñ÷èòàòü êàê P (A + B) = P (A) +

P (B)− P (AB) = 0.8 + 0.5− 0.4 = 0.9.
Äâà ñîáûòèÿ, ñóììà êîòîðûõ åñòü äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, ò.å. êàêîå-òî èç íèõ îáÿçà-

òåëüíî ïðîèñõîäèò, íî ïîÿâëåíèå îäíîãî èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå äðóãîãî, íàçûâàþòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûìè. Íàïðèìåð, åñëè âû âûõîäèòå èç àóäèòîðèè, ãäå ñäàþò ýêçàìåí,
òî ñîáûòèÿ "ýêçàìåí ñäàí" è "ýêçàìåí íå ñäàí" ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè. Âåðî-
ÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ âû÷èñëÿåòñÿ èç âåðîÿòíîñòè îñíîâíîãî ñîáûòèÿ
êàê P (Ā) = 1− P (A).

1.4. Ïîâòîðíûå íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ. Âñïîìíèì èçâåñòíûé èñòîðè÷åñ-
êèé àíåêäîò. Øåâàëüå äå Ìåðå ïðåäëàãàë çàêëþ÷èòü ïàðè íà òî, ÷òî çà 4 ïîäáðà-
ñûâàíèÿ èãðàëüíîé êîñòè (îáû÷íûé øåñòèãðàííûé êóáèê) õîòÿ áû îäèí ðàç êóáèê
âûïàäåò ñòîðîíîé ñ øåñòüþ î÷êàìè (ñîáûòèå B).

Îáîçíà÷èì ÷åðåçAt ñîáûòèå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî øåñòü î÷êîâ âûïàäåò
t ðàç, t = 0, 1, 2, 3, 4. Ñîáûòèå Ω = A0 + A1 + A2 + A3 + A4 ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì,
îíî îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò, òàê êàê êàêîå-òî êîëè÷åñòâî î÷êîâ âñå ðàâíî âûïàäåò,
P (Ω) = 1. Ñîáûòèå B ìîæíî âûðàçèòü êàê ñóììó B = A1+A2+A3+A4. Âåðîÿòíîñòü
P (B) ìîæíî ñîñ÷èòàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî íàéòè âåðîÿòíîñòè P (At), t = 1, 2, 3, 4
è èõ ñëîæèòü, ëèáî êàê âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ P (B) = 1 − P (A0).
Ñîáûòèå A0 îçíà÷àåò, ÷òî çà ÷åòûðå ïîïûòêè ñòîðîíà ñ øåñòüþ î÷êàìè òàê è íå
ïîÿâèòñÿ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè îäíîì èñïûòàíèè êóáèê óïàäåò íà ëþáóþ èç
ïÿòè ñòîðîí êðîìå øåñòèî÷êîâîé, ðàâíà 5

6
, òîãäà P (A0) = 5

6
· 5
6
· 5
6
· 5
6

= 0.48. Ñëåäî-
âàòåëüíî, P (B) = 1− 0.48 = 0.52. Ýòà âåðîÿòíîñòü íå íàìíîãî, íî áîëüøå ïîëîâèíû.

1.5. Áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ñëó÷àéíîå
÷èñëî âûïàäåíèÿ øåñòè î÷êîâ â n = 4 èñïûòàíèÿõ, pk = P{ξ = k}, k = 0, 1, 2, 3, 4
÷åðåç p = 1

6
âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ øåñòè î÷êîâ (óñïåõ), ÷åðåç q = 1 − 1

6
= 5

6

âåðîÿòíîñòü íåâûïàäåíèÿ øåñòè î÷êîâ (íåóäà÷à). ×åðåç Ck
n îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷èñëî

ñî÷åòàíèé k èç n ýëåìåíòîâ.

÷èñëî âàðèàíòû âåðîÿòíîñòü
óñïåõîâ k êîìáèíàöèé pk

0 ◦ ◦ ◦◦ C0
4p

0q4 =
(
5
6

)4
1 • ◦ ◦◦ ◦ • ◦◦ ◦ ◦ •◦ ◦ ◦ ◦• C1

4p
1q3 = 4 · 1

6

(
5
6

)3
• • ◦◦ • ◦ •◦ • ◦ ◦• ◦ • •◦

2 ◦ • ◦• ◦ ◦ •• C2
4p

2q2 = 6 ·
(
1
6

)2 (5
6

)2
3 • • •◦ • • ◦• • ◦ •• ◦ • •• C3

4p
3q1 = 4 ·

(
1
6

)3 (5
6

)1
4 • • •• C4

4p
4q0 =

(
1
6

)4
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4∑
k=1

pk =
54 + 4 · 53 + 6 · 52 + 4 · 5 + 1

64
=

(5 + 1)4

64
= 1.

Â îáùåì âèäå áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âûðàæàåòñÿ â âèäå âåðîÿòíîñòåé
ïîëó÷åíèÿ k óñïåõîâ â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ïðè âåðîÿòíîñòè óñïåõà p â åäè-
íè÷íîì èñïûòàíèè:

P{ξ = k} = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. (1)

Ñîãëàñíî ïðîäîëæåíèþ àíåêäîòà, äå Ìåðå ðåøèë, ÷òî íàøåë ïóòü ê îáîãàùåíèþ,
íî ñ íèì äîâîëüíî ñêîðî íèêòî íå ñòàë èãðàòü. Âðÿä ëè ýòîãî ÷åëîâåêà ìîæíî
îáâèíèòü â àë÷íîñòè, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîâåðêè ñîáñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî çà 24 ðàçà ïðè ïîäáðàñûâàíèè äâóõ êóáèêîâ õîòÿ áû ðàç âûïàäóò äâå
"øåñòåðêè" (ó íåãî ïîëó÷èëîñü 2

3
), îí ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáðàçîì óñòàíîâèë âåðî-

ÿòíîñòü, áëèçêóþ ê ïîëîâèíå. Îçàäà÷åííûé ïîëó÷åííûì íåñîâïàäåíèåì, ýòîò "îñíî-
âîïîëîæíèê ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ" ñòèìóëèðîâàë îæèâëåíèå ïå-
ðåïèñêè ìåæäó Ôåðìà è Ïàñêàëåì, êîòîðûå àíàëèòè÷åñêèì îáðàçîì îáà ïîäòâåðäèëè
åãî ýêñïåðèìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò.

Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü íåâûïàäåíèÿ äâóõ "øåñòåðîê" îäíîâðåìåííî ðàâíà 35
36
, òî

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 24 ðàçà "äâå øåñòåðêè" òàê è íå âûïàäóò íè ðàçó, ðàâíà(
35
36

)24 ≈ 0.51, ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäèí ðàç îíè âûïàäóò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.49.

Ðèñ. 1: Âåðîÿòíîñòè áèíîìèàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ÷èñëå èñïûòàíèé
n = 100 è âåðîÿòíîñòè óñïåõà p = 0.4, êðèâûå íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè µ = 40, σ = 5; µ = 60, σ = 5; µ = 50, σ = 7.
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1.6. Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà èñïûòàíèé
áèíîìèàëüíé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåí àíàëèòè÷åñêè â âèäå ôóíêöèè

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 (2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé âåëèêî, òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ÷èñëà óñïåõîâ
ξ èç n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòü P{ξ = k} ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà äâóìÿ
ñïîñîáàìè: ëèáî ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (1) áèíîìèàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ,
ëèáî ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (2) íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå x = k.

Íàïðèìåð, p = 0.2 � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîëîäîé ÷åëîâåê ê 20 ãîäàì íå êóðèò, ξ
� ñëó÷àéíîå ÷èñëî íåêóðÿùèõ èç 100 ñëó÷àéíî âûáðàííûõ äâàäöàòèëåòíèõ. Âû÷èñëèì
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç íèõ 15 îêàæåòñÿ íåêóðÿùèìè. Ïî ôîðìóëå (1) ýòà âåðîÿòíîñòü
ðàâíà 0.048, ïî ôîðìóëå (2) ðàâíà 0.046.

Ðèñ. 2: Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà íåêóðÿùèõ ñòóäåíòîâ ïî 60 âóçàì.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ èíîãäà âàæíåå áûâàåò îïðåäåëèòü íå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
÷èñëî íåêóðÿùèõ òî÷íî ðàâíî 15, à âåðîÿòíîñòü òîãî, íåêóðÿùèõ áóäåò íå áîëüøå
15. Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (1) íóæíî âû÷èñëèòü âñå âåðîÿòíîñòè P{ξ = k} äëÿ k =
0, 1, . . . , 15 è çàòåì èõ ñëîæèòü. Äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ 0.128. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî
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çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé (2)
ïðè µ = np, σ =

√
np(1− p) ñëåâà äî çíà÷åíèÿ x = k.

Â Excel ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé ÍÎÐÌÐÀÑÏ(k;np;
√
np(1− p);1), ïðè

ïîìîùè êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå 0.106. Ãðàôèêè ôóíêöèè (2) ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ µ è σ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.

1.7. Ñðåäíåå, äèñïåðñèÿ. Ïàðàìåòð µ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñìûñë
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî öåíòð ïîëîæåíèÿ, ïàðàìåòð σ2 � äèñïåðñèè
(ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî) . Â ïðèìåðå ñðåäíåå ÷èñëî íåêóðÿùèõ
ðàâíî 20, äèñïåðñèÿ ðàâíà 16.

Âûðàæåíèå, ðàâíîå êâàäðàòíîìó êîðíþ èç äèñïåðñèè, íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì
îòêëîíåíèåì σ. Â ïðèìåðå ñ íåêóðÿùèìè ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ðàâíî σ = 4.
Èçâåñòíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.999 ñëó÷àéíûå íàáëþäåíèÿ, ðàñïðåäåëåííûå ïî íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó, ñîñðåäîòî÷åíû â èíòåðâàëå îò µ − 3σ äî µ + 3σ, ò.å. âðÿä ëè
íàáëþäàåìîå ÷èñëî íåêóðÿùèõ èç 100 áóäåò ìåíüøå 8 èëè áîëüøå 32 (ðèñ.2). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî 95% íàáëþäåíèé ñîñðåäîòî÷åíî â èíòåðâàëå îò 12 äî 28.

Òàáë.1. Äàííûå î ãîðîäàõ øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ.

ãîðîä øòàò % ëèö àç.ïðîèñõ. òåìïåðàòóðà ðàíãè

X Y X Y
LOS ANGE CA 9.8 469.3 12 8
SAN DIEG CA 11.8 324 13 4
SAN JOSE CA 19.5 171.3 18 3
SAN FRAN CA 29.1 46.7 20 1
LONG BEA CA 13.6 50 15 7
SACRAMEN CA 15 96.3 17 9

FRESNO CA 12.5 99.1 14 12
OAKLAND CA 14.8 56.1 16 2
SANTA AN CA 9.7 27.1 11 5
ANAHEIM CA 9.4 44.3 10 5
RIVERSID CA 5.2 77.7 9 11

STOCKTON CA 22.8 52.6 19 10
HOUSTON TX 4.1 539.9 7 14
DALLAS TX 2.2 342.4 5 20

SAN ANTO TX 1.1 333 2 17
EL PASO TX 1.2 245.4 3 13
AUSTIN TX 3 217.8 6 16

FORT WOR TX 2 281.1 4 18
ARLINGTO TX 3.9 93 8 18
CORPUS C TX 0.9 135 1 15

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ïîíÿòèÿ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ëó÷øå óñâàèâàþòñÿ ïðè
ðàññìîòðåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷. Â òàáë.1 ïðåäñòàâëåíû ñòàòñòè÷åñêèå äàííûå î
ãîðîäàõ øòàòîâ Òåõàñ è Êàëèôîðíèÿ. Èñïîëüçóÿ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå, ïîëó÷àåì,
÷òî â ãîðîäàõ Êàëèôîðíèè ñðåäíèé ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ ðàâåí
14,4, à â Òåõàñå 2,3, ñðåäíåèþëüñêàÿ òåìïåðàòóðà â Êàëèôîðíèè 72,3, à â Òåõàñå 84,5.

Îöåíêè äèñïåðñèè ïîêàçûâàþò, íàñêîëüêî ñèëüíî âûðàæåí ðàçáðîñ äàííûõ, íà-
ïðèìåð, îöåíêà äèñïåðñèè òåìïåðàòóðû â Êàëèôîðíèè ðàâíà 42, à â Òåõàñå 1.4. Ò.å.
äëÿ Òåõàñà ñðåäíåèþëüñêàÿ òåìïåðàòóðà íå ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàòèâíîé, ïîñêîëüêó ïî
ýòîìó ïîêàçàòåëþ ãîðîäà ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ.
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1.8. Êâàíòèëü. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (2) ïðè µ = 0 è σ = 1 íàçûâàåòñÿ
ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â òå÷åíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè, ïîêà
áûëà íåäîñòóïíîé âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ïðèõî-
äèëîñü ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöàìè. Äëÿ êðàòêîñòè òàáëèöû áûëè ñîñòàâëåíû òîëüêî
äëÿ ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèé âåðîÿòíîñòåé äëÿ
ðàñïðåäåëåíèé ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè µ è σ ïðîèçâîäèëèñü ìàíèïóëÿöèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿì ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìíîãèå ñòàòèñòèêè (ôóíêöèè îò âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé) ïðå-
îáðàçóþòñÿ ê âèäó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëü-
íîìó çàêîíó. Äëÿ íèõ õàðàêòåðíî, ïðåæäå âñåãî òî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòü 0.95 çíà÷åíèÿ
ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîñðåäîòî÷åíû íà èíòåðâàëå îò -1.96 äî 1.96. ×èñëî 1.96
äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ 0.975-êâàíòèëüþ.
×èñëî 0.975 ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî
ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó, ìåíüøå ÷èñëà 1.96.

2. Ïðîâåðêà ãèïîòåç îäíîðîäíîñòè çàâèñèìûõ âûáîðîê è äîâåðèòåëü-

íûå èíòåðâàëû.

2.1. Ïðèìåð çàâèñèìûõ âûáîðîê. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ðåàëüíûé ïðèìåð
ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ (òàáë.2). Â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ÿâëåíèå
ïðåñòóïíîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëè÷åñòâî óáèéñòâ, ñîâåðøåííûõ îïðåäåëåííûì îá-
ðàçîì. Ýòî äàííûå òèïà ïðîöåññîâ, òàê êàê â êà÷åñòâå ïîâòîðíîñòåé âûñòóïàþò
ãîäû íàáëþäåíèé. Îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ çàâèñèìûìè, ò.å. åñëè êîëè÷åñòâî óáèéñòâ
ïðè ïîìîùè ðóæüÿ è ïèñòîëåòà â 1826 ãîäó áûëî áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî óáèéñòâ
çàäóøåíèåì, òî ñêîðåå âñåãî ýòà òåíäåíöèÿ ñîõðàíèòñÿ è â 1827 ãîäó. Â èíñòðóêöèÿõ
ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àíàëèçó òàêèå äàííûå íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè âûáîðêàìè.

Òàáë.2. Äàííûå óãîëîâíîé ïîëèöèè Ôðàíöèè (Êåòëå)
Ôîðìû óáèéñòâà 1826 1827 1828 1829 1830 1831
Ðóæüå, 56 64 60 61 57 88
ïèñòîëåò
Ñàáëÿ, øïàãà 15 7 8 7 12 30
êèíæàë, ñòèëåò
Íîæ 39 40 34 46 44 34
Ïàëêà, òðîñòü 23 28 31 24 12 21
Êàìåíü 20 20 21 21 11 9
Òóïûå, îñòðûå è 35 40 42 45 46 49
êîëþùèå îðóäèÿ
Çàäóøåíèå 2 5 2 2 2 4
Ñáðàñûâàíèå, 6 16 6 1 4 3
óòîïëåíèå
Óäàð íîãè, 28 12 21 23 17 26
êóëàêà
Íåèçâåñòíîå 17 1 2 0 2 2
Âñåãî 241 233 227 230 207 266
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Ðèñ. 3: Äèíàìèêà ÷èñëà óãîëîâíûõ ïðåñòóïëåíèé âî Ôðàíöèè â 1826-1831ãã.

Çàäà÷à 1. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïåðèîä 1826�1830ãã. íàáëþäàëîñü â
öåëîì îáùåå ñíèæåíèå ïðåñòóïíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîãî ïîâûøåíèÿ â 1828�
1829ãã, à â 1831 åå çíà÷èòåëüíûé ðîñò (ðèñ.3). Âûÿñíèì, íåëüçÿ ëè ñ÷èòàòü, ÷òî,
â îñíîâíîì, ïðåñòóïíîñòü ñíèæàëàñü, à åå ðåäêîå ïîâûøåíèå îáúÿñíÿåòñÿ ñëó÷àé-
íîñòüþ. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî êðèòåðèé çíàêîâ. Â êà÷åñòâå èñïûòàíèé áóäåì
ðàññìàòðèâàòü n = 5 ïàð ëåò: 1826�1827, 1827�1828, 1828�1829, 1829�1830, 1830�
1831. "Óñïåõîì" óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ðåæå, â äàííîì
ñëó÷àå ýòî ïîâûøåíèå ÷èñëà ïðåñòóïëåíèé. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì äâà "óñïåõà"
k = 2 â 1828�1829ãã è â 1830�1831ãã. Åñëè áû âî âñåõ ïÿòè ñëó÷àÿõ íàáëþäàëñÿ
ðîñò ÷èñëà óáèéñòâ èëè, íàîáîðîò, âñå ïÿòü íàáëþäåíèé ñîîòâåòñòâîâàëè ñíèæåíèþ
÷èñëà ïðåñòóïëåíèé, òî âñå áûëî áû ïîíÿòíî. À âîò íàñêîëüêî çíà÷èìî ñêàçûâàåòñÿ
íà îáùåì ñíèæåíèè ýòè ïîâûøåíèÿ, ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêå
ãèïîòåç.

2.2. Ïðèíöèï ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç
îñíîâàíà íà ïðèíöèïå ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ìàëà, ñ÷èòàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ìàëîâåðîÿòíûì ñî-
áûòèåì â ñòàòèñòèêå ñ÷èòàåòñÿ ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ìåíüøå 0.05.

2.3. Êðèòåðèé çíàêîâ. Ýòîò êðèòåðèé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
îäíîðîäíîñòè çàâèñèìûõ âûáîðîê (x1, y1), . . . , (xn, yn). Íàïðèìåð, x1 = 64, y1 = 60 �
÷èñëî óáèéñòâ ïðè ïîìîùè ðóæüÿ è ïèñòîëåòà â 1827 è 1828 ãîäàõ, x2 = 40, y2 = 34
� ÷èñëî óáèéñòâ ïðè ïîìîùè íîæà â òåõ æå 1827-1828 ãîäàõ, è òàê äàëåå, âñåãî
n = 10 ñïîñîáîâ óáèéñòâà � ýòî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Åñëè xi = yi, òî

8



ñîîòâåòñòâóþùèå íàáëþäåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ êàê ìàëî èíôîðìàòèâíîå, è ÷èñëî èñïû-
òàíèé óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.

Ðàññìîòðèì çíàêè ðàçíîñòåé xi − yi, i = 1, . . . , n. Ïðè îäíîðîäíûõ âûáîðêàõ
÷àñòîòû çíàêîâ ïëþñ è ìèíóñ äîëæíû áûòü îäèíàêîâû. Ïóñòü çíàêîâ ïëþñ áîëüøå
çíàêîâ ìèíóñ, ïîýòîìó óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ïîÿâëåíèå çíàêà ïëþñ �óñïåõîì�. Ïðîâå-
ðÿåìàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü �óñïåõà� ðàâíà p = 0.5. Â ïðèìåðå
ýòà ãèïîòåçà îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà óáèéñòâ â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ èëè
óâåëè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè.

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èñïûòàíèé íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé âû-
÷èñëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå ÷èñëî �óñïåõîâ� (òàáë.3). Îíî âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî óñïåõîâ K, òàêîå ÷òî P{X ≤ K} ≤ 0.05, ãäå X � ñëó÷àéíîå ÷èñëî óñïåõîâ.

Òàáë.3. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì èñïûòàíèé
è êðèòè÷åñêèì ÷èñëîì �óñïåõîâ�

n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
K 0 0 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5

Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå n = 10 ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè
âåðîÿòíîñòè óñïåõà p = 1

2
ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ

P{X ≤ 0} =
C0

10

210
≈ 0.001 < 0.05,

P{X ≤ 1} = P{X = 0}+ P{X = 1} =
C0

10 + C1
10

210
=

1 + 10

1024
= 0.01 < 0.05,

P{X ≤ 2} = P{X = 0}+ P{X = 1}+ P{X = 2} =

=
C0

10 + C1
10 + C2

10

210
=

1 + 10 + 45

1024
= 0.055 > 0.05,

Ïðàâèëî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè íàáëþäàåìîå ÷èñëî �óñïåõîâ� ìåíüøå êðè-
òè÷åñêîãî, òî ïðîâåðÿåìóþ ãèïîòåçó ñëåäóåò îòâåðãíóòü, èíà÷å íåò îñíîâàíèé åå
îòâåðãíóòü. Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè óáèéñòâ â 1827-1838ãã. n = 10, k = 5 >
K = 1, ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î ñëó÷àéíîì èçìåíåíèè
÷èñëà óáèéñòâ.

Çàäà÷à 1 (ïðîäîëæåíèå). Â n = 5 èñïûòàíèÿõ ÷èñëî �óñïåõîâ� ðàâíî 2, îíî áîëüøå
êðèòè÷åñêîãî K = 0, ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåðãíóòü
ãèïîòåçó î ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå äèíàìèêè ÷èñëà óáèéñòâ.

Çàäà÷à 2. Ïî ôîðìàì óáèéñòâà íóæíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî íåò íè ïðî-
ãðåññèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà óáèéñòâ ñ 1826 ïî 1827 ãã., íè èõ óìåíüøåíèÿ.

Ñ 1826 ïî 1827 ãã. óìåíüøèëîñü ÷èñëî óáèéñòâ ïî òðåì ôîðìàì (ñàáëÿ, øïàãà,
ñòèëåò; óäàð íîãè, êóëàêà; íåèçâåñòíîå), óâåëè÷èëîñü ÷èñëî óáèéñòâ ïî øåñòè ôîðìàì,
÷èñëî óáèéñòâ ïðè ïîìîùè êàìíÿ îñòàëîñü íà òîì æå óðîâíå. Òàêèì îáðàçîì, èç 9
èñïûòàíèé èìååì òðè óñïåõà. Ñîãëàñíî òàáë.3, ýòî ÷èñëî íå ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî,
ñîîòâåòñòâóþùåãî äåâÿòè èñïûòàíèÿì, ñëåäîâàòåëüíî íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãè-
ïîòåçó î ñëó÷àéíîñòè ïîâûøåíèÿ èëè ïîíèæåíèÿ ÷èñëà óáèéñòâ â ýòè ãîäû.

Çàäà÷à 3. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðèðîñò ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ãîðîäîâ ñ 1982 ïî 1992ãã.
èçìåíèëñÿ íå çíà÷èìî.
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ãîðîä 1982 1992 ïðèðîñò
CHICAGO 2768483 3005072 +
BOSTON 551675 562994 +
VIRGINIA 417061 262199 -
ALBUQUER 398492 332920 -
OAKLAND 373219 339337 -
WICHITA 311746 279838 -
NEWARK 267849 329248 +
ST PETE 235306 238647 +
BATON RO 224704 220394 -

Â ÷åòûðåõ ãîðîäà èç äåâÿòè íàáëþäàëñÿ ïîëîæèòåëüíûé ïðèðîñò ÷èñëåííîñòè
íàñåëåíèÿ. Ïî òàáë.3 êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ 9 èñïûòàíèé ðàâíî 1, ñëåäîâàòåëüíî,
íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå ïðèðîñòà íàñåëåíèÿ.

Çàäà÷à 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç äåñÿòè ïàöèåíòîâ âîñüìåðûì ëåêàðñòâî ïîìîãëî,
à äâîèì íåò. Ìîæíî ëè ãîâîðèòü îá ýôôåêòèâíîñòè ëåêàðñòâà? Â òàáë. 3 äëÿ n = 10
êðèòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî 1, îíî ìåíüøå 2, ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü
ãèïîòåçó ñëó÷àéíîì ýôôåêòå ïðåïàðàòà.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü â ãðóïïå èç 18 ÷åëîâåê 4 ìàëü÷èêà. Ïî òàáë.3. êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå äëÿ n = 18 ðàâíî 5, îíî áîëüøå íàáëþäàåìîãî çíà÷åíèÿ 4, ñëåäîâàòåëüíî,
ãèïîòåçà î ðàâíîâåðîÿòíîì êîëè÷åñòâå ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê îòâåðãàåòñÿ, è ìàëü÷èêîâ
çíà÷èìî ìåíüøå äåâî÷åê.

Â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà èñïûòàíèé ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå êîìïüþ-
òåðíûå ïðîãðàììû.

3. Ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè íåçàâèñèìûõ âûáîðîê.

3.1. Îöåíêè ñðåäíèõ, äèñïåðñèé, ãèñòîãðàììû. ÏÐÈÌÅÐ 3.1. Ðàññìîò-
ðèì äàííûå èç òàáë.1. î ïðîöåíòå ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
x1 = 9.8 � ýòîò ïðîöåíò â Ëîñ-Àíæåëåñå, x2 = 11.8 � â Ñàí-Äèåãî, è òàê äàëåå äî
Ñòîêòîíà � ïîñëåäíåãî ïðåäñòàâëåííîãî ãîðîäà èç øòàòà Êàëèôîðíèÿ � x12 = 22.8,
n1 = 12 � ýòî îáúåì âûáîðêè ãîðîäîâ ýòîãî øòàòà. ×åðåç y1, . . . , yn2 , ãäå n2 = 8,
îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèçíàêà â âîñüìè ãîðîäàõ øòàòà Òåõàñ. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñàìîãî îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, â êàêîì èç øòàòîâ ýòîò ïðîöåíò âûøå,
âû÷èñëèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:

x̄ =
1

n1

n1∑
i=1

xi =
9.8 + 11.8 + . . .+ 22.8

12
= 14.4,

ȳ =
1

n2

n2∑
i=1

xi =
4.1 + 2.2 + . . .+ 0.9

8
= 2.3.

Îöåíêè äèñïåðñèè, ïîêàçûâàþùèå, íàñêîëüêî âåëèê ðàçáðîñ íàáëþäåíèé îò ñðåäíåãî
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çíà÷åíèÿ, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

S2
x =

1

n1

n1∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n1

(
n1∑
i=1

x2i − n1x̄
2

)
=

=
9.82 + 11.82 + . . .+ 22.82 − 12 · 14.42

12− 1
= 43.4,

S2
y =

1

n2

n2∑
i=1

(yi − ȳ)2 =
1

n2

(
n2∑
i=1

y2i − n1ȳ
2

)
=

=
4.12 + 2.22 + . . .+ 0.92 − 8 · 2.32

8− 1
= 1.6.

Â Excel ñðåäíåå è äèñïåðñèþ ìîæíî îöåíèòü ïî âûáîðêå ïðè ïîìîùè âñòðîåííûõ
ôóíêöèé ÑÐÇÍÀ×() è ÄÈÑÏ() (ñì. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1).

Ïîëó÷àåì, ÷òî â øòàòå Êàëèôîðíèÿ ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ âûøå,
÷åì â øòàòå Òåõàñ, è áîëüøå ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
(äèñïåðñèÿ). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ãèñòîãðàììó � ãðàôèê, ïîêàçûâàþùèé êàê ðàñ-
ïðåäåëåíû ãîðîäà ïî ðàññìàòðèâàåìîìó ïðèçíàêó (ðèñ.4). Íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè
îòêëàäûâàþòñÿ èíòåðâàëû ñ øàãîì 5% � çíà÷åíèÿ ïðîöåíòîâ ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñ-
õîæäåíèÿ: 0%, 5%, 10% òàê äàëåå. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî
íàáëþäåíèé èëè êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ, â êîòîðûõ ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæ-
äåíèÿ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ. Íàïðèìåð, â øòàòå Êàëèôîðíèÿ
4 ãîðîäà èìåþò ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ â ïðåäåëàõ îò 5 äî 10%, 5
ãîðîäîâ � îò 10 äî 15%, îäèí ãîðîä � îò 15 äî 20%, åùå îäèí � îò 20 äî 25% è
ïîñëåäíèé îò 25 äî 30%. Âñå ýòî îòðàæåíî â ãèñòîãðàììå.

Â øòàòå Òåõàñ âñå 8 ãîðîäîâ èìåþò ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ íå
áîëåå 5%. Ïðè óìåíüøåíèè äëèíû èíòåðâàëîâ äî 0.5% ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàñïðå-
äåëåíèå ãîðîäîâ (ðèñ.7):

%ëèö àç.ïð. ≤ 1% (1; 1.5] (1.5; 2] (2; 2.5] (2.5; 3] (3; 3.5] (3.5; 4] (4; 4.5]
êîë-âî ãîðäîâ 1 2 1 1 1 0 1 1

3.2. Êðèòåðèé Ìàííà-Óèòíè. Ýòîò êðèòåðèé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè íåçàâèñèìûõ âûáîðîê. Îí íå çàâèñèò îò âèäà âûáîðî÷íîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó îòíîñèòñÿ ê íåïàðàìåòðè÷åñêèì êðèòåðèÿì.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè x1, . . . , xn1 è y1, . . . , yn2 îáúåìîâ n1 è
n2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ â ãîðîäàõ
øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ. Ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïî ýòîìó
ïðèçíàêó øòàòû ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî, à íàáëþäàåìîå ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ ñëó-
÷àéíûì õàðàêòåðîì íàáëþäåíèé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ, îáúåäèíèì ýòè âûáîðêè è ïî-
ñòàâèì êàæäîìó íàáëþäåíèþ â ñîîòâåòñòâèå ðàíã � åãî ìåñòî â âàðèàöèîííîì (óïî-
ðÿäî÷åííîì) ðÿäó (òàáë.4). Íàïðèìåð, â Ñàí-Ôðàíöèñêî ñàìûé âûñîêèé ïðîöåíò
ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ïîýòîìó åìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøèé ðàíã 20, à â
Êîðïóñå-Êðèñòè ñàìûé íèçêèé ïðîöåíò 0.9%, åìó ñîîòâåòñòâóåò ñàìûé íèçêèé ðàíã
1. Äëÿ êîìïàêòíîñòè â òàáëèöå 4 íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ îêðóãëåíû.
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Ðèñ. 4: Êàòåãîðèàëüíûå ãèñòîãðàììû ïðèçíàêà � ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ â øòàòàõ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ. Äëèíà èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè ðàâíà
5%.

Ðèñ. 5: Ãèñòîãðàììà ïðèçíàêà � ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ â øòàòå
Òåõàñ. Äëèíà èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè ðàâíà 0.5%.
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Ðèñ. 6: Ãèñòîãðàììû ïðèçíàêà � ïðîöåíò èñïàíîÿçû÷íîãî íàñåëåíèÿ â øòàòàõ
Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ. Äëèíà èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè ðàâíà 5%.

Òàáë.4. Ïðèçíàê � ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ � è åãî ðàíãè.

Êàëèôîðíèÿ (X) Òåõàñ (Y )
% 10 12 20 30 14 15 13 15 9.7 9.4 5 23 4 2.2 1.1 1.2 3 2 3.9 1
ðàíã 12 13 18 20 15 17 14 16 11 10 9 19 7 5 2 3 6 4 8 1

Åñëè êàêîé-ëèáî ýëåìåíò èç âûáîðêè X âñòðå÷àåòñÿ ïîñëå êàêîãî-òî ýëåìåíòà èç
âûáîðêè Y , òî ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî îäíà èíâåðñèÿ.

Íàïðèìåð, ïîëó÷åíà âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ýëåìåíòû âûáîðîê
X è Y ÷åðåäóþòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: X Y Y X Y X Y Y X X. Ïåðâûé ýëåìåíò èç
X ìåíüøå âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè Y , ïîýòîìó åãî âêëàä â îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé
U ðàâåí íóëþ. Äëÿ âòîðîãî ïî ïîðÿäêó ýëåìåíòà èç X èìåþòñÿ äâà ìåíüøèõ ïî
çíà÷åíèþ ýëåìåíòà èç Y , ñëåäîâàòåëüíî, åãî âêëàä â îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé U ðàâåí 2,
è òàê äàëåå, ïîëó÷àåì U = 0+2+3+5+5 = 15.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå
èíâåðñèé U = 25, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y Y Y Y Y X X X X X, âû-
áîðêè íå îäíîðîäíû, è, â öåëîì, çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà â âûáîðêå X áîëüøå çíà÷åíèé
ïðèçíàêà Y . Àíàëîãè÷íî, ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èíâåðñèé U = 0 â ñëó÷àå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòèX X X X X Y Y Y Y Y ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âûáîðêè íå îäíîðîäíû,
è çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà â âûáîðêå X ìåíüøå çíà÷åíèé Y .

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 î ðàâåíñòâå âåðîÿòíîñòåé pxy = P{X < Y } è pyx =
P{X > Y } ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå pxy > pyx âûáèðàåòñÿ êðèòè÷åñêîå ÷èñëî
èíâåðñèé Uα òàêîå, ÷òî åñëè íàáëþäàåìîå ÷èñëî èíâåðñèé áîëüøå êðèòè÷åñêîãî U >
Uα, òî H0 îòâåðãàåòñÿ â ïîëüçó H1 ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α. Ýòîò êðèòåðèé íîñèò
íàçâàíèå êðèòåðèÿ Âèëêîêñîíà. Îäíàêî îí íå î÷åíü óäîáåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ, ïî-
ñêîëüêó òðåáóåò ëèáî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñïåöèàëüíûõ òàáëèö, ëèáî êîìïüþòåðíûõ
âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ ýòîãî êðèòåðèÿ Ìàííà-Óèòíè.
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Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðàíãè.

U = (r1 − 1) + (r2 − 2) + . . .+ (rn1 − n1) =

=
∑

ri −
n1(n1 + 1)

2
.

Ñìåñü 68 70 75 81 92
âûáîðîê 66 67 78 79 80
ðàíãè 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

âûáîðêè y y x x x y y y x x

×èñëî èíâåðñèé ðàâíî U = 2 + 2 + 2 + 5 + 5 = 16. Âûðàçèì ýòî ÷èñëî ÷åðåç ðàíãè.
Ýëåìåíòû âûáîðêè X èìåþò ðàíãè:

r1 = 3, r2 = 4, r3 = 5, r4 = 9, r5 = 10,

U = (3− 1) + (4− 2) + (5− 3) + (9− 4) + (10− 5) =

= 3 + 4 + 5 + 9 + 10− (1 + 2 + 3 + 4 + 5) = 16.

Åñëè s çíà÷åíèé â âàðèàöèîííîì ðÿäó ñîâïàäàþò, òî èõ ðàíãè r1, . . . , rs çàìåíÿþòñÿ

íà îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó r̄ = 1
s

s∑
k=1

rk.

Åñëè âûáîðêè îäíîðîäíû, òî ïðè n1, n2 ≥ 8 ñëó÷àéíîå ÷èñëî èíâåðñèé U èìååò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì ÷èñëîì èíâåðñèé EU = n1n2

2
. Äèñïåðñèÿ U

ðàâíà

DU =
n1n2

12
(n1 + n2 + 1).

Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü êâàíòèëè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
êà÷åñòâå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ïðåîáðàçóåì ñòàòèñòèêó U â ñòàòèñòèêó Ìàííà-
Óèòíè

Z =
U − EU√

DU
=
R2 − n2(n2+1)

2
− n1n2

2√
n1n2

12
(n1 + n2 + 1)

, (3)

êîòîðàÿ ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè âûáîðîê èìååò ñòàíäàð-
òíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. ×åðåç R2 îáîçíà÷åíà ñóììà ðàíãîâ âûáîðêè îáúåìà
n2. Ïðè íàëè÷èè êîìïüþòåðà âû÷èñëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü âåðîÿòíîñòè p
êàê p = P{|Z| > |Z∗|}, à áåç íåãî íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Z∗ ñðàâíèâàåòñÿ
ñ êðèòè÷åñêèì Z = 1.96. Åñëè |Z∗| > 1.96, òî ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè îòâåðãàåòñÿ ñ
óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.05.

ÏÐÈÌÅÐ 3.1. (ïðîäîëæåíèå) Íàéäåì ñóììó èç n1 = 12 ðàíãîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê
øòàòó Êàëèôîðíèÿ: R1 = 174. Ñóììà èç n2 = 8 ðàíãîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê øòàòó Òåõàñ
ðàâíà R2 = 36. Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåì ñâîéñòâî

R1 +R2 =
n(n+ 1)

2
, ãäå n = n1 + n2.
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Ðèñ. 7: Ñðåäíèå ïðîöåíòû ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ è 95%-å äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû â ãîðîäàõ øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ.

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê âñåãî èìååòñÿ n ðàíãîâ îò 1 äî n, è èçâåñòíî,
÷òî

1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

174 + 36 = 210 = 20·21
2
. ×èñëî èíâåðñèé U ïîëó÷àåì èç ñóììû ðàíãîâ

U = R2 −
n2(n2 + 1)

2
= 36− 8 · 9

2
= 0,

äèñïåðñèÿ DU = n1n2(n1+n2+1)
12

= 168,

Z =
U − n1n2

2√
DU

=
0− 8 · 12/2√

168
= −3.7

Åñëè ðàññìàòðèâàòü îáðàòíûå èíâåðñèè Ū , ñîîòâåòñòâóþùèå X < Y , òî çà îñíîâó
íóæíî âçÿòü ñóììó ðàíãîâ R1

U = R1 −
n1(n1 + 1)

2
= 174− 12 · 13

2
= 96,

Z =
U − n1n2

2√
DU

=
96− 12 · 8/2√

168
= 3.7.
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Íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè Z∗ = −3.7 è Z∗ = 3.7 áîëüøå ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå 0.975-êâàíòèëè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 1.96, ïîýòîìó ãè-
ïîòåçà îäíîðîäíîñòè âûáîðîê îòâåðãàåòñÿ ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.05 è ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ çíà÷èìî ìåíüøå â øòàòå
Òåõàñ, ÷åì â øòàòå Êàëèôîðíèÿ. Òî æå ñàìîå ïîëó÷àåì ïî äîâåðèòåëüíîìó óðîâíþ
âåðîÿòíîñòè p = 0.00022, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî â Excel ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôóíêöèåé

fx = 2 ∗ (1−ÍÎÐÌÑÒÐÀÑÏ(ABS(−3, 7))).

òàê êàê p = 0.00022 < 0.05, òî ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê
îòâåðãàåòñÿ, è ðàçëè÷èå ìåæäó ãîðîäàìè äâóõ øòàòîâ ïî ïðîöåíòó ëèö àçèàòñêîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ íåëüçÿ îáúÿñíèòü ñëó÷àéíîñòüþ.

ÏÐÈÌÅÐ 3.2. Ïðîâåðèì çíà÷èìîñòü ðàçëè÷èÿ ñðåäíèõ ïðîöåíòîâ èñïàíîÿçûÿíîãî
íàñåëåíèÿ ãîðîäîâ øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ. Â Êàëèôîðíèè â ñðåäíåì 27.7%
èñïàíîÿçû÷íîãî íàñåëåíèÿ, â Òåõàñå 34.4%. Äèñïåðñèè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 196 è
450 (ðèñ.8).

Ðèñ. 8: Ñðåäíèå ïðîöåíòû èñïàíîÿçû÷íîãî íàñåëåíèÿ è 95%-å äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû â ãîðîäàõ øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ.

Îáúåäèíèì âûáîðêè ïðîöåíòîâ èñïàíîÿçû÷íîãî íàñåëåíèÿ îáîèõ øòàòîâ è âû÷èñ-
ëèì ðàíãè (òàáë.5). Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ïðèçíàêà ðàíãè 2 è 3 çàìåíÿþòñÿ
íà 2.5 è 2.5, è ðàíãè 6 è 7 íà 6.5 è 6.5. Ñóììà ðàíãîâ ìåíüøåé âûáîðêè ðàâíà R2 =
88.5, ÷èñëî èíâåðñèé ðàâíî U = 88.5 − 8 · 9/2 = 52.5, çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Z èç

ôîðìóëû (3) ðàâíî Z = 52.5−12·8/2√
168

= 0.35 = Z∗, îíî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëüøå
0.975-êâàíòèëè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 1.96, ñëåäîâàòåëüíî, íåò

16



îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè ïðîöåíòîâ èñïàíîÿçû÷íîãî íàñåëåíèÿ
øòàòîâ. Òî æå ñàìîå ïîäòâåðæäàåì ïðè ïîìîùè äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè
p = 2 ∗ (1−ÍÎÐÌÑÒÐÀÑÏ(ABS(0, 35))) = 0, 73 > 0.05.

Òàáë.5. Ïðèçíàê � ïðîöåíò èñïàíîÿçû÷íîãî íàñåëåíèÿ � è åãî ðàíãè.

Êàëèôîðíèÿ (X) Òåõàñ (Y )
% 40 21 27 14 24 16 30 14 65 31 26 25 28 21 56 69 23 20 9 50
ðàíã 16 6.5 12 2.5 9 4 14 2.5 19 15 11 10 13 6.5 18 20 8 5 1 17

Ðèñ. 9: Ñðåäíåèþëüñêàÿ òåìïåðàòóðà è 95%-å äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû â ãîðîäàõ
øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ.

ÏÐÈÌÅÐ 3.3. Ïðîâåðèì, íàñêîëüêî çíà÷èìî ðàçëè÷èå ñðåäíåèþëüñêèõ òåìïåðàòóð
â ýòèõ øòàòàõ. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü øòàò Òåõàñ òåïëåå øòàòà Êàëèôîðíèÿ?

Òàáë.5. Ïðèçíàê � ñðåäíåèþëüñêàÿ òåìïåðàòóðà � è åãî ðàíãè.

Êàëèôîðíèÿ (X) Òåõàñ (Y )
to 74 71 70 60 73 76 82 62 73 73 78 79 83 86 85 83 84 85 85 83

ðàíã 8 4 3 1 6 9 12 2 6 6 10 11 14 20 18 14 16 18 18 14

Ñóììà ðàíãîâ â øòàòå Òåõàñ R2 = 3 · 14 + 16 + 3 · 18 + 20 = 132, U = 132 − 8 ·
9/2 = 132 − 36 = 96, Z = 96−8·12/2√

168
= 96−48

13
= 3.69 > 1.96, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷èå

òåìïåðàòóð ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì ñ α = 0.05. Òî æå ñàìîå ïîäòâåðæäàåì ïðè ïîìîùè
äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè p = 2 ∗ (1 − ÍÎÐÌÑÒÐÀÑÏ(ABS(3, 69))) =
0.0002 < 0.05.

3.3. Êðèòåðèé Êðàñêåëà-Óîëëèñà. Ýòîò íåïàðàìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ïðåä-
íàçíà÷åí äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè ñðàçó äëÿ íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ
âûáîðîê.
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ÏÐÈÌÅÐ 3.4. Ðàññìîòðèì äàííûå î êîëè÷åñòâå îøèáîê, äîïóùåííûìè ñòóäåíòàìè,
îáó÷àåìûõ ïî îäíîé èç òðåõ ìåòîäèê. Ïî ýòîìó êîëè÷åñòâó îøèáîê íóæíî âûÿñíèòü,
ÿâëÿþòñÿ ëè çíà÷èìûìè ðàçëè÷èÿ â ìåòîäèêàõ.

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ îáúåäèíÿåì âñå òðè ãðóïïû â îäíó è óïîðÿäî÷èâàåì äàííûå.
Ó÷èòûâàÿ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà ÷èñëà îøèáîê, âû÷èñëÿåì ðàíãè. Çàòåì
ñóììèðóåì ðàíãè Ri, i = 1, . . . , r, ãäå ÷åðåç r îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ãðóïï, r = 3.
n1, . . . , nr � ýòî êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé â êàæäîé ãðóïïå, n1 = 7, n2 = 5, n3 = 3,
n1 + . . .+ nr = n. Ïîëó÷àåì R1 = 37.5, R2 = 43, R3 = 39.5. Åñëè ìåæäó ãðóïïàìè íåò
ñèñòåìàòè÷åñêèõ ðàçëè÷èé, òî ñðåäíèå ðàíãè 1

ni
Ri âíóòðè êàæäîé ãðóïïû íå äîëæíû

î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíåãî ðàíãà n+1
2
, ðàññ÷èòàííîãî ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè.

Â êà÷åñòâå ìåðû îòñòóïëåíèÿ îò ÷èñòîé ñëó÷àéíîñòè ðàññìàòðèâàþò âåëè÷èíó

� êîë-âî îøèáîê ìåòîäèêà ðàíã
1 0 0 1
2 1 0 3.5
3 1 0 3.5
4 1 0 3.5
8 1 1 3.5
5 2 0 7.5
6 2 0 7.5
9 2 1 7.5
10 2 1 7.5
7 3 0 11
11 3 1 11
13 3 2 11
12 4 1 13.5
14 4 2 13.5
15 5 2 15

H =
r∑
i=1

ci

(
1

ni
Ri −

n+ 1

2

)2

.

Ïðè âûáîðå âåñîâ ci áûëà ïîëó÷åíà ñòàòèñòèêà Êðàñêåëà-Óîëëèñà

H =
12

n(n+ 1)

r∑
i=1

R2
i

ni
− 3(n+ 1),

êîòîðàÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäèòñÿ ê χ2 ðàñïðåäåëåíèþ ñ r − 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

12

15 · 16

(
37.52

7
+

432

5
+

39.52

3

)
− 3 · 16 = 6.84.

Â ñëó÷àÿõ r = 2, 3, 4 èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ 3.84, 5.99,
7.81. Â íàøåì ñëó÷àå r = 3, èìååì 6.84>5.99, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè
ñèñòåìàòè÷åñêèõ ðàçëè÷èé ìåæäó ãðóïïàìè îòâåðãàåòñÿ (ðèñ.10). Äîâåðèòåëüíûé
óðîâåíü âåðîÿòíîñòè â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí p = 0.03 < 0.05, åãî ìîæíî âû÷èñëèòü â
Excel ïðè ïîìîùè ôóíêöèè fx = ÕÈ2ÑÒÐÀÑÏ(6.84; 2)). Âòîðîé ïàðàìåòð îçíà÷àåò
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè H, êîòîðîå íà åäèíèöó ìåíüøå
êîëè÷åñòâà ãðóïï.
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Ðèñ. 10: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà îøèáîê îò ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ.

3.4. Äèñïåðñèîííûé àíàëèç íà ëàòèíñêèõ êâàäðàòàõ. Èíîãäà ïðè ìàëîì
êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé óäàåòñÿ ñïëàíèðîâàòü ýêñïåðèìåíò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ó÷åñòü âëèÿíèå ñðàçó íåñêîëüêèõ ôàêòîðîâ.

ÏÐÈÌÅÐ 3.5. Èññëåäóåòñÿ ãðóïïà èç 16 ñòóäåíòîâ ñ ðàçëè÷íîé ó÷åáíîé ïîäãî-
òîâêîé: ïî 4 âûïóñêíèêà ãèìíàçèè, ëèöåÿ, ñïåöèàëèçèðîâàííûõ è îáû÷íûõ øêîë. Â
êàæäîé ãðóïïå îäèí äîïîëíèòåëüíî íå çàíèìàëñÿ � áóäåì îáîçíà÷àòü òàêèõ ñòóäåíòîâ
÷åðåç A, äðóãîé B çàíèìàëñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, òðåòèé C � ñèñòåìàòè÷åñêè ñ ðåïåòè-
òîðîì, ÷åòâåðòûé D � ñ ðåïåòèòîðîì îò ñëó÷àÿ ê ñëó÷àþ. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ
äâà ïðèçíàêà ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ãðàäàöèé, ðàâíûì r = 4. Ýòî X1 � ôàêòîð
îáðàçîâàíèÿ, X2 � ôàêòîð äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xij êî-
ëè÷åñòâî îøèáîê ó ñòóäåíòà ñ ôàêòîðîì îñíîâíîãî îáðàçîâàíèÿ i, äîïîëíèòåëüíîãî
îáðàçîâàíèÿ j è ïðåäñòàâèì äàííûå â âèäå êâàäðàòíîé ìàòðèöû:

X1 \X2 A B C D
1 3 8 4 4
2 30 13 6 2
3 2 14 5 25
4 11 2 16 6

Òàêîé ïëàí íàçûâàþò íåïîâòîðÿåìûì äâóôàêòîðíûì. Íà åãî îñíîâå ìîæíî âûÿñíèòü,
íàñêîëüêî çíà÷èìî âëèÿíèå ôàêòîðîâ îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ íà
êîëè÷åñòâî äîïóùåííûõ îøèáîê. Îäíàêî ýòó çàäà÷ó ìû ðàññìîòðèì â ñòðóêòóðå
áîëåå îáùåé çàäà÷è, ñâÿçàííîé ñ îñîáåííîñòÿìè òåñòèðîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîâåðêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÷åòûðåì òåñòàì, îðèåíòèðîâàí-
íûì íà èññëåäîâàíèå ðåñóðñîâ ïàìÿòè α, ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ β, ëþáîçíàòåëüíîñòè
γ è áûñòðîòû ðåàêöèè δ. Âîîáùå, äëÿ ýòîãî ýêñïåðèìåíòà òðåáóåòñÿ 4 · 4 · 4 = 64
íàáëþäåíèÿ. Â ðåàëüíîñòè ýòî îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Ïðè ââåäåíèè ðàçíîé ñòðóêòóðû òåñòîâ çàäà÷à ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ
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íà êîëè÷åñòâî äîïóùåííûõ îøèáîê íå òîëüêî ôàêòîðîâ îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî
îáðàçîâàíèÿ, íî è òèïà òåñòèðîâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X3 � ôàêòîð ñïåöèàëèçàöèè ïðîâåðî÷íîé ðàáîòû, è ñïëàíèðóåì
ýêñïåðèìåíò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷òîáû ó ÷åòûðåõ ïðåäñòàâèòåëåé êàæäîé øêîëû
áûëè èñïîëüçîâàíû âñå 4 âàðèàíòà òåñòà, è ó ÷åòûðåõ ïðåäñòàâèòåëåé ñ îäèíàêîâîé
ñèñòåìîé äîïîëíèòåëüíîé ïîäãîòîâêè òàêæå áûëè èñïîëüçîâàíû 4 âàðèàíòà òåñòà,
íàïðèìåð, òàê:

A B C D
1 α3 β8 γ4 δ4
2 β30 α13 δ6 γ2
3 δ2 γ14 α5 β25
4 γ11 δ2 β16 α6

Òàêîå ðàçìåùåíèå r îáúåêòîâ ïî r ñòðîêàì è r ñòîëáöàì, ïðè êîòîðîì êàæäûé îáúåêò
âñòðå÷àåòñÿ îäèí ðàç â êàæäîé ñòðîêå è îäèí ðàç â êàæäîì ñòîëáöå, íàçûâàåòñÿ
ëàòèíñêèì êâàäðàòîì.

Íàïðèìåð, ñòóäåíò, îêîí÷èâøèé ëèöåé (X1 = 2), çàíèìàþùèéñÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íî ñâîåé ïîäãîòîâêîé (X2 = B), â òåñòå α, îðèåíòèðîâàííîì íà ïðîâåðêó ðåñóðñîâ
ïàìÿòè, äîïóñòèë x22(α) = 13 îøèáîê.

Ñðåäíèé ïðîöåíò îøèáîê ó âûïóñêíèêîâ ãèìíàçèé ðàâåí x̄1∗ = 4.75, ó âûïóñêíèêîâ
ëèöååâ x̄2∗ = 12.75, ó âûïóñêíèêîâ ñïåöøêîë x̄3∗ = 11.5 è ó âûïóñêíèêîâ îáû÷íûõ
øêîë x̄4∗ = 8.75. Ïîëó÷àåì ñðåäíèé ïðîöåíò îøèáîê x̄∗1 = 11.5 ó ñòóäåíòîâ A, íå
èñïîëüçîâàâøèõ âîçìîæíîñòè äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, x̄∗2 = 9.25 ó ñòóäåíòîâ
B, êîòîðûå çàíèìàëèñü ñàìîñòîÿòåëüíî, x̄∗3 = 7.75 ó ñòóäåíòîâ C, çàíèìàþùèõñÿ
ñèñòåìàòè÷åñêè ñ ðåïåòèòîðàìè, x̄∗4 = 9.25 ó ñòóäåíòîâ D, êîòîðûå çàíèìàëèñü
äîïîëíèòåëüíî îò ñëó÷àÿ ê ñëó÷àþ. Ñðåäíèå ïðîöåíòû îøèáîê â òåñòàõ ðàâíû x̄∗∗(α) =
6.75, x̄∗∗β = 19.75, x̄∗∗(γ) = 2.5, x̄∗∗(δ) = 8.75. Îáùåå ñðåäíåå ðàâíî x̄∗∗ = 9.4375.

Íàì íóæíî âûÿñíèòü, íàñêîëüêî çíà÷èìî îò îáùåãî ñðåäíåãî x̄∗∗ = 9.4375 îò-
ëè÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå âíóòðèãðóïïîâûå ñðåäíèå. Ïðåäñòàâèì, ÷òî íàøè ñëó÷àéíûå
íàáëþäåíèÿ êîëè÷åñòâà îøèáîê ñêëàäûâàþòñÿ èç íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ:

xij(k) = µ+ ai + bj + ck + εij(k), i, j = 1, . . . , r, k ∈ {α, β, γ, δ},

ãäå µ ãåíåðàëüíîå ñðåäíåå ÷èñëà îøèáîê; εij(k) � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà; ck, ai, bj �
äèôôåðåíöèàëüíûå ýôôåêòû ôàêòîðîâ òåñòèðîâàíèÿ, îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî
îáðàçîâàíèÿ. Èõ îöåíêàìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû

âi = x̄i∗ − x̄∗∗, bj = x̄∗j − x̄∗∗, ck = x̄∗∗(k) − x̄∗∗.

Ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : ai = 0, H0 : bj = 0, H0 : ck = 0 î íåçíà÷èìîñòè
ôàêòîðîâ ñòðîÿòñÿ èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ âàðèàöèè, êîòîðûå ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç Q, Q1, Q2, Q3 Q4:

• Q =
r∑
i=1

r∑
j=1

(xij(k) − x̄)2 =
r∑
i=1

r∑
j=1

x2ij(k) − r2x̄2∗∗ = 1055.938 � îáùèé èñòî÷íèê

âàðèàöèè;
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• Q1 = r
r∑
i=1

(x̄i∗− x̄∗∗)2 = r

(
r∑
i=1

x̄2i∗ − rx̄2∗∗
)

= 150.6871 � èñòî÷íèê âàðèàöèè, îáóñ-

ëîâëåííûé ðàçëè÷èåì ïî âèäó îñíîâíîãî îáðàçîâàíèÿ;

• Q2 = r
r∑
j=1

(x̄∗j − x̄∗∗)
2 = r

(
r∑
j=1

x̄2∗j − rx̄2∗∗

)
= 28.6875 � èñòî÷íèê âàðèàöèè,

îáóñëîâëåííûé âëèÿíèåì ðàçëè÷íîé ñèñòåìîé äîïîëíèòåëüíîé ïîäãîòîâêè;

• Q3 = r
∑

k=α,β,γ,δ

(x̄∗∗(k) − x̄∗∗)2 = r

( ∑
k=α,β,γ,δ

x̄2∗∗(k) − rx̄2∗∗

)
= 648.6875 � èñòî÷íèê

âàðèàöèè, îáóñëîâëåííûé ðàçëè÷èåì ôîðì òåñòèðîâàíèÿ;

• Q4 = Q−Q1 −Q2 −Q3 = 227.875 íàçûâàåòñÿ îøèáêîé.

Ïîñêîëüêó Q3 > Q2, òî, ñêîðåå âñåãî ðàçëè÷èÿ ìåæäó ôîðìàìè òåñòèðîâàíèÿ áîëåå
âûðàæåíû, ÷åì ðàçëè÷èÿ ìåæäó òèïàìè äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Òî, íàñêîëüêî

Ðèñ. 11: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà îøèáîê îò âèäà òåñòèðîâàíèÿ.

ýòî íåðàâåíñòâî çíà÷èìî, ìîæíî âûÿñíèòü ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèê

F1 =
Q1/ν1
Q4/ν4

= 1.32, F2 =
Q2/ν2
Q4/ν4

= 0.25, F3 =
Q3/ν3
Q4/ν4

= 5.69,

ν1 = ν2 = ν3 = (r − 1) = 3, ν4 = (r − 1)(r − 2) = 6. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ñòàòèñòèê
ñðàâíèâàþòñÿ ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì Fêð, êîòîðîå ïðè r = 4 ðàâíî Fêð = 4.76.
Åñëè íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè áîëüøå êðèòè÷åñêîãî, òî ãèïîòåçà îá îò-
ñóòñòâèè âëèÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ôàêòîðà îòâåðãàåòñÿ. Ïîëó÷àåì, ÷òî çíà-
÷èìûì ôàêòîðîì îêàçûâàåòñÿ ôàêòîð ôîðìû òåñòèðîâàíèÿ.
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4. Êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè

4.1. Ðàíãîâàÿ êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè � ýòî ÷èñ-
ëåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà, îòðàæàþùàÿ ìåðó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðèçíàêè X è Y çàâèñèìû ëèíåéíî, åñëè Y = kX + b, ãäå k è
b � íåêîòîðûå ÷èñëà. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò -1 äî 1 è
âû÷èñëÿåòñÿ ïî âûáîðî÷íûì íàáëþäåíèÿì, ëó÷øå ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà. Åñëè
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí 1, òî Y = kX + b, k > 0; åñëè îí ðàâåí -1, òî k < 0;
åñëè îí ðàâåí 0, òî ïðèçíàêè ñ÷èòàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè.

ÏÐÈÌÅÐ 4.1. Ðàññìîòðèì äàííûå î ñìåðòíîñòè îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è äðóãèõ
âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, îá îáúåìå âàëîâîãî âíóòðåííåãî ïðîäóêòà (ÂÂÏ) è åñòåñòâåí-
íîì ïðèðîñòå íàñåëåíèÿ â 1997 ãîäó â 21 ñòðàíå.

ñòðàíà ãðóïïà ñì-òü îò íåñ÷.ñë. ÂÂÏ97 åñò.ïð.97

Ðîññèÿ 1 187.4 24.2 -5.2
Àâñòðàë 2 39.4 76.4 6.7
Àâñòðèÿ 2 54.3 79.5 0.5
Áåëüãèÿ 2 56.3 79.8 1.2
Áîëãàðèÿ 1 66.8 17.9 -7.0
Àíãëèÿ 2 28.5 70.2 1.6
Âåíãðèÿ 1 102.4 33.5 -3.8
Ãåðìàíèÿ 2 41.2 76.6 -0.8
Äàíèÿ 2 55.9 83.2 1.5
Èòàëèÿ 2 40.8 72.8 -0.4
Êàíàäà 2 43.6 81.7 4.9
Ìåêñèêà 2 81.8 25.8 23.4
Íèäåð-äû 2 29.8 75.6 3.5
Íîðâåãèÿ 2 42.4 91.6 3.5
Ïîëüøà 1 77 24.7 0.9
Ðóìûíèÿ 1 80.8 23.7 -1.9
ÑØÀ 0 55.5 100 5.7
Ôèí-èÿ 2 79.1 68.5 1.8
Ôðàíöèÿ 2 64.5 73.3 3.3
Øâåöèÿ 2 40.3 71.6 -0.4
ßïîíèÿ 2 43.3 86.2 2.1

Íà ðèñ.12 ïðåäñòàâëåíà äâóìåðíàÿ äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ îòðèöàòåëüíóþ
çàâèñèìîñòü ìåæäó ñìåðòíîñòüþ îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è ÂÂÏ, íà ðèñ.13 � äâóìåðíàÿ
äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ ïîëîæèòåëüíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó åñòåñòâåííûì ïðè-
ðîñòîì íàñåëåíèÿ è ÂÂÏ, íî ïðè óñëîâèè èñêëþ÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ âûïàäàþùåé
èç îáùåé êàðòèíû Ìåêñèêè.

Èç ýòèõ äèàãðàìì âèäíî, ÷òî äàííûå íåîäíîðîäíû. Îíè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà òðè
ãðóïïû: ê îäíîé ìîæíî îòíåñòè òàêèå ñòðàíû êàê Ðîññèÿ, Ïîëüøà, Âåíãðèÿ, Ðóìûíèÿ,
Áîëãàðèÿ, ê äðóãîé � îñòàëüíûå ñòðàíû, çà èñêëþ÷åíèåì Ìåêñèêè, è ê òðåòüåé � ñàìó
Ìåêñèêó.

Íåîäíîðîäíîñòü äàííûõ çàñòàâëÿåò îñòîðîæíåå îòíîñèòüñÿ ê çíà÷èìîñòè ýòîãî
ðåçóëüòàòà è èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíî åùå êàêóþ-íèáóäü ìåòîäèêó äëÿ àíàëèçà
òàêîãî ðîäà äàííûõ. Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ êðèòåðèåâ, îñîáåííî, åñëè êîëè÷åñ-
òâî íàáëþäåíèé îãðàíè÷åíî, ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðàíãîâîãî êîýôôèöèåíòà
êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà.
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Ðèñ. 12: Íàáëþäàåìàÿ îòðèöàòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó îáúåìîì âàëîâîãî
âíóòðåííåãî ïðîäóêòà è ñìåðòíîñòüþ îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âî âòîðîé ãðóïïå ñòðàí,
R = −0.46.

Ðèñ. 13: Íàáëþäàåìàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó îáúåìîì âàëîâîãî
âíóòðåííåãî ïðîäóêòà è åñòåñòâåííûì ïðèðîñòîì íàñåëåíèÿ â îáåèõ ãðóïïàõ ñòðàí,
èñêëþ÷àÿ Ìåêñèêó.
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Íàïîìíèì, ÷òî ðàíãîì íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâûé íîìåð ýëåìåíòà â óïîðÿäî÷åííîé
âûáîðêå. Ïóñòü x′1, . . . , x

′
n è y

′
1, . . . , y

′
n � ðàíãè èíäèâèäîâ ïî ïðèçíàêàì X è Y .

çíà÷åíèÿ ðàíãè
ñòðàíû xi yi xi∗ yi∗ xi∗yi∗ x′i y′i x′iy

′
i (x′i)

2 (y′i)
2

åñò.ïðèð. ââï
Ðîññèÿ -5.2 24.2 -2 0 0 2 3 6 4 9
Áîëãàðèÿ -7 17.9 -4 -4 16 1 1 1 1 1
Âåíãðèÿ -3.8 33.5 0 4 0 3 5 15 9 25
Ïîëüøà 0.9 24.7 4 2 8 5 4 20 25 16
Ðóìûíèÿ -1.9 23.7 2 -2 -4 4 2 8 16 4
Ñóììà 20 15 15 50 55 55

Qxy Rx Ry Rxy Rxx Ryy

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi∗ = ki − li, ãäå ki êîëè÷åñòâî èíäèâèäîâ, êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò
xi, li� êîëè÷åñòâî èíäèâèäîâ, êîòîðûå ïðåâîñõîäÿò xi. Íàïðèìåð, x1 = −5.2 åñòåñ-
òâåííûé ïðèðîñò íàñåëåíèÿ â Ðîññèè â 1997 ãîäó. k1 = 1 � òîëüêî ó îäíîé ñòðàíû
(Áîëãàðèè) åñòåñòâåííûé ïðèðîñò íèæå, ÷åì ó Ðîññèè. l1 = 3 � ó òðåõ ñòðàí ïðèðîñò
âûøå, ÷åì ó Ðîññèè. Ñëåäîâàòåëüíî, x1∗ = 1 − 3 = −2. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì yi∗ =
ki− li. Äëÿ Ðîññèè ýòî çíà÷åíèå ðàâíî y1 = 2−2 = 0. Ôîðìàëüíî ýòè õàðàêòåðèñòèêè
ââîäÿòñÿ êàê

xi∗ = 2

(
x′i −

n+ 1

2

)
, yi∗ = 2

(
y′i −

n+ 1

2

)
.

Ïðè n = 5 äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåì, x1∗ = 2(2− 3) = −2, y1∗ = 2(3− 3) = 0.
Åñëè ïðèçíàêè âçàèìîñâÿçàíû, òî åñòü áîëüøåìó çíà÷åíèþ X ñîîòâåòñòâóåò áîëü-

øåå çíà÷åíèå Y , ìåíüøåìó ìåíüøåå è òàê äàëåå, òî xi∗ = yi∗, è õàðàêòåðèñòèêà

Qxy =
n∑
i=1

xi∗yi∗

ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå Q =
n∑
i=1

x2i∗ =
n∑
i=1

y2i∗. Â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðèìåðå Q = 02 + 2 · 22 + 2 · 42 = 40. Åñëè âçàèìîñâÿçü ïðèçíàêîâ îáðàòíàÿ, òî åñòü
ìåíüøåìó çíà÷åíèþ X ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå çíà÷åíèå ïðèçíàêà Y è òàê äàëåå, òî
xi∗ = −yi∗, è Qxy = −Q. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè õàðàêòåðèñòèêó

RS =
Qxy

Q
, (4)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà. RS = 20
40

= 0.5. Åñëè
ìåæäó ïðèçíàêàìè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ çàâèñèìîñòü:

X
Y

(
1 2 . . . n− 1 n
1 2 . . . n− 1 n

)
,

òî êîýôôèåíò Ñïèðìåíà ðàâåí åäèíèöå RS = −1, åñëè îáðàòíàÿ:

X
Y

(
1 2 . . . n− 1 n
n n− 1 . . . 2 1

)
.
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Ïîñêîëüêó n+1
2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, 2, . . . , n, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ìåæäó ðàíãàìè. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ RS èìååò âèä:

RS =
Rxy − RxRy

n√
Rxx − R2

x

n

√
Ryy −

R2
y

n

=
50− 15·15

5√
55− 15·15

5

√
55− 15·15

5

=
50− 45√

55− 45
√

55− 45
=

5

10
.

Çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà Rs ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèêè

T =
RS

√
n− 2√

1−R2
S

, (5)

êîòîðàÿ ïðè H0 : %S = 0 (íåêîððåëèðîâàííîñòè ðàíãîâ X ′ è Y ′) èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ñòüþäåíòà ñ n − 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðè îòñóòñòâèè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äëÿ ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà.
Åñëè íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðåâûøàåò êðè-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî ãèïîòåçà î H0 : %S = 0 îòâåðãàåòñÿ.

Òàáëèöà äâóñòîðîííèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé

ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà (α = 0.05)
îáúåì
âûáîðêè n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Têð 3.18 2.78 2.57 2.45 2.36 2.31 2.26 2.23 2.20 2.18

Ïðîâåðèì çíà÷èìîñòü ïîëîæèòåëüíîé êîððåëÿöèè ìåæäó ðàíãàìè åñòåñòâåííîãî
ïðèðîñòà è ÂÂÏ. T = 0.5√

1−0.52
√

5− 2 = 1 < 3.18, ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé
îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î íåêîððåëèðîâàííîñòè ïðèçíàêîâ ÂÂÏ è åñòåñòâåííîãî ïðèðîñòà,
ò.å. êîððåëÿöèÿ íå çíà÷èìà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè p =
P{|T | > |T∗|} = 0.20 > 0.05, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå âûâîä, ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé fx = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏ(1; 5 − 2; 2), ïàðàìåòðàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T∗ = 1, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû n − 2 = 5 − 2 è
ïîñëåäíåå ÷èñëî 2 îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàëñÿ äâóñòîðîííèé êðèòåðèé ñ íóëåâîé
ãèïîòåçîé H0 : %S = 0 è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçîé H0 : %S 6= 0.

ÏÐÈÌÅÐ 4.2. Ïîêàæåì, ÷òî â øòàòå Òåõàñ îòðèöàòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó
ïðîöåíòîì ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ è ïðîöåíòîì èñïàíîÿçû÷íîãî íàñåëåíèÿ
íå çíà÷èìà.

% ëèö àç.ïð. % èñï.
i ãîðîä xi yi x′i y′i x′iy

′
i (x′i)

2 (y′i)
2

1 HOUSTON 4.1 27.6 8 5 40 64 25
2 DALLAS 2.2 20.9 5 3 15 25 9
3 SAN ANTO 1.1 55.6 2 7 14 4 49
4 EL PASO 1.2 69 3 8 24 9 64
5 AUSTIN 3 23 6 4 24 36 16
6 FORT WOR 2 19.5 4 2 8 16 4
7 ARLINGTO 3.9 8,9 7 1 7 49 1
8 CORPUS C 0.9 50.4 1 6 6 1 36

Ñóììà 36 36 138 204 204
Rx Ry Rxy Rxx Ryy
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RS =
138− 36·36

8√
204− 36·36

8

√
204− 36·36

8

=
4

7
= −0.57, n = 8,

T∗ =

∣∣∣∣−0.57
√

8− 2

1− 0.572

∣∣∣∣ = 1.7 < 2.45.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå íóëþ êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà íå îòâåðãàåòñÿ,
îòêëîíåíèå îò íóëÿ êîððåëÿöèè -0.57 äëÿ âûáîðêè îáúåìà 8 ìîæíî îáúÿñíèòü ñëó-
÷àéíîñòüþ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè p = P{|T | > |T∗|} =
0.14 > 0.05, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå âûâîä, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôóíêöèåé fx = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏ(abs(−1, 7); 8 − 2; 2), ïàðàìåòðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T∗ = −1.7, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû n − 2 = 8 − 2 è ïîñëåäíåå
÷èñëî 2 îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàëñÿ äâóñòîðîííèé êðèòåðèé ñ íóëåâîé ãèïîòåçîé
H0 : %S = 0 è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçîé H0 : %S 6= 0.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1. Çàäàíèå ïî ìîäåëèðîâàíèþ.

1. Ïðîìîäåëèðîâàòü â Excel ïðè ïîìîùè äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë "ñë÷èñ()"N = 50 ðàç ñëó-
÷àéíûé âûèãðûø â èãðå: èç 36 èãðàëüíûõ êàðò íàóãàä âûíèìàåòñÿ îäíà êàðòà. Åñëè ýòî òóç èëè
øåñòåðêà (p=2/9), òî âûèãðûø a = 35 ðóá., èíà÷å ïðîèãðûø b = 10 ðóá. Íàéòè ïî ôîðìóëàì
ñðåäíèé ñëó÷àéíûé ñóììàðíûé â 50 ïàðòèÿõ âûèãðûø M = (ap + (−b)(1 − p))N è äèñïåðñèþ
D = (a2p+ (−b)2(1− p)−M2)N .

2. Ïîâòîðèòü 30 ðàç ýêñïåðèìåíò (êàê áóäòî èãðàåì öåëûé ìåñÿö êàæäûé äåíü). Îöåíèòü ïî
âûáîðêå n=30 ñðåäíèé âûèãðûø (ôóíêöèÿ "ñðçíà÷") è äèñïåðñèþ (ôóíêöèÿ "äèñï"). Ñðàâíèòü
ðåçóëüòàò ñ òåîðåòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè M è D.

3. Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè "íîðìðàñï"íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî à) ïðîèãðûø áîëüøå 200, á)
âûèãðûø áîëüøå 200, â) îò-100 äî 100.

4. Íàéòè îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó âûèãðûøà áîëåå 200 ðóáëåé.

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ðàçìåð ñðåäíåãî îæèäàåìîãî ñóììàðíîãî âûèãðûøà, êîòîðûé
âû÷èñëÿåòñÿ ïî óêàçàííîé ôîðìóëå:

M =

(
35 · 2

9
− 10 · 7

9

)
50 =

(
35 · 2− 10 · 7

9

)
50 = 0,

è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîãî ñóììàðíîãî âûèãðûøà

D =

(
352 · 2

9
+ (−10)2 · 7

9
− 02

)
N =

(1225 · 2 + 100 · 7) 50

9
= 17500.

Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ðàâíî S =
√
D = 132. Òàê êàê äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðå-

äåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z èìååò ìåñòî P{M −
√
D < Z < M +

√
D} = 0.68,

òî ñëó÷àéíûé ñóììàðíûé âûèãðûø áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïðåäåëàõ îò -132 äî 132 â
68% ñëó÷àåâ. Èòàê, îáîçíà÷èì ÷åðåç X ñëó÷àéíûé ñóììàðíûé âûèãðûø, êîòîðûé,
áóäåì ñ÷èòàòü, èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì M = 0 è ñòàíäàðòíûì
îòêëîíåíèåì S =

√
D = 132. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðîèãðûø

áîëüøå 200, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî P{X < −200}, âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé
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fx=ÍÎÐÌÐÀÑÏ(-200;0;132;1)=0.065.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âûèãðûø áîëüøå 200, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
P{X > 200} = 1− P{X < 200}, âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé

fx=1-ÍÎÐÌÐÀÑÏ(200;0;132;1)=0.065.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âûèãðûø íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò -100 äî 100,
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî P{−100 < X < 100} = P{X < 100}−P{X < −100}, âîñïîëüçóåìñÿ
ôóíêöèåé

fx=ÍÎÐÌÐÀÑÏ(100;0;132;1)-ÍÎÐÌÐÀÑÏ(-100;0;132;1)=0.776-0.224=0.551.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî îäíîêðàòíîãî âûèãðûøà âîñïîëüçóåìñÿ âñòðîåí-
íûìè ôóíêöèÿìè:

fx=ÅÑËÈ(ÑË×ÈÑ()<2/9;35;-10) (1)

Ïðè íàæàòèè "Enter"ñëó÷àéíûì îáðàçîì áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ ëèáî ÷èñëî 35, ëèáî -10.
×àñòîòà èõ ïîÿâëåíèÿ ñâÿçàíà ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè: â 22.2% ñëó÷àåâ áóäåò
ïîÿâëÿòüñÿ 35, â 77.8% ñëó÷àåâ áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ -10. Ñêîïèðóåì ÿ÷åéêó ñ ôîðìóëîé
(1) 50 ðàç ïî ãîðèçîíòàëè è 30 ðàç ïî âåðòèêàëè. Ïîëó÷èì òàáëèöó, ñîñòîÿùóþ èç
50 ñòîëáöîâ è 30 ñòðî÷åê ñî ñëó÷àéíûìè âûèãðûøàìè. Ïðîñóììèðóåì âûèãðûøû
â êàæäîé èç 30 ñòðîê è ïîëó÷èì âûáîðêó ñëó÷àéíûõ ñóììàðíûõ âûèãðûøåé èç 30
íàáëþäåíèé, êîòîðàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ â ÿ÷åéêàõ AY 1 : AY 30, åñëè íà÷èíàòü ñ ÿ÷åéêè
A1. Íàïðèìåð, äëÿ âûáîðêè

85 40 −50 −95 220 40
−50 −5 175 −185 40 40
130 −5 −5 −185 −95 220
−140 85 −5 355 85 −140

130 40 40 265 85 40

íàéäåì îöåíêè ñðåäíåãî M̂ è äèñïåðñèè D̂ ïðè ïîìîùè ôóíêöèé

fx=ÑÐÇÍÀ×(AY1:AY30)=38.5= M̂ è fx=ÄÈÑÏ(AY1:AY30)=16687=D̂.

Îöåíêà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ èìååò âèä: Ŝ =
√

16687 = 129.2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
àáñîëþòíûõ ÷àñòîò âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèÿìè

fx=Ñ×¨ÒÅÑËÈ(AY1:AY30;�>200�)=4,
fx=Ñ×¨ÒÅÑËÈ(AY1:AY30;�<-200�)=0,
fx=Ñ×¨ÒÅÑËÈ(AY1:AY30;�<100�)=23,
fx=Ñ×¨ÒÅÑËÈ(AY1:AY30;�<-100�)=4,
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îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñóììðíîãî âûèãðûøà áîëåå 200 ðóáëåé
ðàâíà 4

30
= 0.13, ïðîèãðûøà áîëåå 200 ðóáëåé ðàâíà 0, à îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà òîãî,

÷òî âûèãðûø íàõîäèòñÿ îò -100 äî 100 ðàâíà 23−4
30

= 0.63. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
ñîáåðåì â èòîãîâîé òàáëèöå.

õàðàêòåðèñòèêà òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà

ñðåäíåå M = 0 M̂ = 38.5

äèñïåðñèÿ D = 17500 D̂ = 16687

ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå S = 132 Ŝ = 129.2
P{X < −200} 0.065 0.13
P{X > 200} 0.065 0

P{−100 < X < 100} 0.551 0.63
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè ïî ðàíãîâîìó êðèòåðèþ Âèë-

êîêñîíà äëÿ çàâèñèìûõ âûáîðîê.
Ïî äàííûì óãîëîâíîé ïîëèöèè Ôðàíöèè î êîëè÷åñòâå äåñÿòè âèäîâ ïðåñòóïëåíèé

â 1829 è 1845 ãã. ñîñòàâëÿåì òàáëèöó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèêè Âèëêîêñîíà.

Ðàñ÷åò ñòàòèñòèêè Âèëêîêñîíà

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
âèä ïðåñò. 1829 1845 ðàçíîñòü ìîäóëü ðàçíîñòè ðàíãè ðàíãè ñ ó÷åòîì

i xi yi yi − xi |yi − xi| ðàíãè îäèí.çíà÷.
1 2 2 0 0 - -
2 45 46 1 1 1 1
3 46 44 -2 2 2 2.5
4 0 2 2 2 3 2.5
5 1 4 3 3 4 4
6 61 57 -4 4 5 5
7 7 12 5 5 6 6
8 23 17 -6 6 7 7
9 21 11 -10 10 8 8
10 24 12 -12 12 9 9

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûñòàâëåíèè ðàíãîâ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåèíôîðìàòèâíûå
ñëó÷àè, êîãäà xi = yi. Ñóììèðóåì ðàíãè (7), îòíîñÿùèåñÿ ê îòðèöàòåëüíûì è ïî-
ëîæèòåëüíûì ðàçíîñòÿì.

S− = 2.5 + 5 + 7 + 8 + 9 = 31.5, S+ = 1 + 2.5 + 4 + 6 = 13.5.

Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè S âûáèðàåì ìåíüøåå èç íèõ, ò.å. S∗ = min{S−, S+} = 13.5.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñòàòèñòèêè S ðàâíû

ES =
n(n+ 1)

4
=

9 · 10

4
= 22.5

DS =
n(n+ 1)(2n+ 1)

24
=

9 · 10 · 19

24
= 71.25

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà

Z =
S − ES√

DS
,

êîòîðàÿ â ñëó÷àå îäíîðîäíîñòè äëÿ çàâèñèìûõ âûáîðîê èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå. Åå çíà÷åíèå ðàâíî

Z∗ =
13.5− 22.5√

71.25
= −1.06623.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü âåðîÿò-
íîñòè P = P{|Z| > |Z∗|} = ÍÎÐÌÑÒÐÀÑÏ(−1.06623) = 0.14316, êîòîðûé ñðàâ-
íèâàåòñÿ ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.05. P = 0.14316 > 0.05, ñëåäîâàòåëüíî, íåò
îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè, è äèíàìèêà ÷èñëà ïðåñòóïëåíèé ìîæíî
îáúÿñíèòü ñëó÷àéíîñòüþ.

Åñëè P < 0.05, òî ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè äëÿ çàâèñèìûõ âûáîðîê îòâåðãàåòñÿ,
è èçìåíåíèÿ â äèíàìèêå ÷èñëà ïðåñòóïëåíèé îêàçûâàþòñÿ çíà÷èìûìè â ñòîðîíó
óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ.
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