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ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÄÀÍÍÛÕ
ëåêöèè äëÿ ñòóäåíòîâ 2 êóðñà âîñòî÷íîãî ôàêóëüòåòà

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � ýòî åñòåñòâåííî íàó÷íàÿ äèñöèïëèíà, îñíîâíîé çà-
äà÷åé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ íàó÷íî-îáîñíîâàííûõ âûâîäîâ
î ìàññîâûõ ÿâëåíèÿõ è ïðîöåññàõ íà îñíîâå äàííûõ íàáëþäåíèé è ýêñïåðèìåíòîâ.
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â îáëàñòè ïðèëîæåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè íàìåòèëñÿ
áîëüøîé ïðîãðåññ, îáóñëîâëåííûé ðàñïðîñòðàíåíèåì èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêè è ïîâûøåíèåì åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî óðîâíÿ åå ïîëüçîâàòåëåé.

Ïðè ïîâñåìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà âàæíî
óìåòü îöåíèâàòü ñòåïåíü èõ íåòî÷íîñòè, à òàêæå èìåòü ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàêèì
îáðàçîì îíè áûëè ïîëó÷åíû.

1 Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
1.1 Ñâîéñòâà ñîáûòèé
Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿ. Åñëè ïðè îïðå-
äåëåííîì êîìïëåêñå óñëîâèé ñîáûòèå îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò, òî îíî íàçûâàåòñÿ
äîñòîâåðíûì. Îáû÷íî åãî îáîçíà÷àþò ÷åðåç Ω. Íàïðèìåð, ïðè ïîäáðàñûâàíèè èã-
ðàëüíîãî êóáèêà, øåñòü ãðàíåé êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî 6, äîñòîâåðíûì
ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèå, ÷òî âûïàäåò ÷èñëî î÷êîâ, áîëüøå íóëÿ. Åñëè ïðè îïðåäåëåííîì
êîìïëåêñå óñëîâèé ñîáûòèå íå ìîæåò ïðîèçîéòè, òî îíî íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.
Îáû÷íî åãî îáîçíà÷àþò ÷åðåç çíàê ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅. Íàïðèìåð, íåâîçìîæíî
ïðè îäíîêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè êóáèêà ïîëó÷èòü 7 î÷êîâ. Åñëè ñîáûòèå ìîæåò
ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè, òî îíî íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ
ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A,B,C, . . .. Íàïðèìåð, ñîáûòèå,
êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè îäíîêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè êóáèêà ÷èñëî âû-
ïàâøèõ î÷êîâ áóäåò ÷åòíî, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéûì.

Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè ïîÿâëåíèå îäíîãî ñîáûòèÿ
èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå äðóãîãî. Íàïðèìåð, âûïàäåíèå ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ
ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, à ñîáûòèÿ ”ñåãîäíÿ ïîéäåò äîæäü” è ”ñåãîäíÿ ïîéäåò ñíåã”
íåñîâìåñòíûìè íå ÿâëÿþòñÿ, òàê êàê èíîãäà áûâàåò äîæäü ñî ñíåãîì.

Ñîáûòèå C = A + B íàçûâàåòñÿ ñóììîé ñîáûòèé A è B, åñëè ïðîèñõîäèò ëèáî
A, ëèáî B, ëèáî îáà îäíîâðåìåííî, åñëè îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè. Íàïðèìåð,
ñîáûòèÿ A è B çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîäáðàñûâàíèè êóáèêà âûïàëî òðè è
øåñòü î÷êîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ñîáûòèå C = A+B îçíà÷àåò, ÷òî âûïàäåò ÷èñëî î÷êîâ,
êðàòíîå òðåì.

Ñîáûòèå A íàçûâàåòñÿ ñîáûòèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì ê A, åñëè ñîáûòèÿ A è
A íåñîâìåñòíû, à èõ ñóììà åñòü äîñòîâåðíîå ñîáûòèå. Òî åñòü êàêîå-òî èç A è A
îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò: ëèáî A, ëèáî A. Íàïðèìåð, åñëè ñîáûòèå A ñîîòâåòñòâóåò
âûïàäåíèþ ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà î÷êîâ, òî ñîáûòèå A íå÷åòíîãî.
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Ñîáûòèå D = AB íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñîáûòèé A è B, åñëè îíî
ïðîèñõîäèò, êîãäà îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäÿò îáà ýòèõ ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, ñîáûòèå A
ñîîòâåòñòâóåò âûïàäåíèþ ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà î÷êîâ, ñîáûòèå B îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî
î÷êîâ êðàòíî òðåì, òîãäà AB îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî î÷êîâ ðàâíî øåñòè (è ÷åòíîå, è
äåëèòñÿ íà òðè).

1.2 Êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ñõåìà
Âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ A îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòàð-

íûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A, ê îáùåìó ÷èñëó èñõîäîâ. Íàïðèìåð,
âñåãî n = 20 ýêçàìåíàöèîííûõ âîïðîñîâ, èç êîòîðûõ ñòóäåíò íå çíàåò ïÿòü. Âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî äîñòàíåòñÿ íåçíàêîìûé âîïðîñ, ðàâíà 5

20
= 0.25.

Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Ω = {ω1, . . . , ωn} ýëåìåíòàðíûõ (íåäåëèìûõ)
èñõîäîâ. Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîñòàâíîãî ñîáûòèÿ A = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωim}, ñîñòîÿùåãî
èç m ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ωik ∈ Ω, îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ÷èñëà èñõîäîâ,
áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A, ê îáùåìó ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

P (A) =
m

n
. (1)

Èìåííî ïî ýòîé ôîðìóëå áûëà âû÷èñëåíà âåðîÿòíîñòü ”ïëîõîãî” áèëåòà. Ñîáûòèå
Ω = {ω1, . . . , ωn}, îáðàçîâàííîå âñåé ñîâîêóïíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ÿâëÿåòñÿ
äîñòîâåðíûì. Ñîãëàñíî (1), âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1,

P (Ω) =
n

n
= 1 .

Òåîðåìà (ñëîæåíèå âåðîÿòíîñòåé). Äëÿ ëþáûõ íåñîâìåñòíûõ ñîñòàâíûõ ñîáûòèé
A = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωim} è B = {ωj1 , ωj2 , . . . , ωjk} ñïðàâåäëèâî

P (A + B) = P (A) + P (B). (2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáúåäèíèì ñîáûòèÿ A è B â îäíî ñîñòàâíîå ñîáûòèå

C = A + B = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωim, ωj1 , ωj2 , . . . , ωjk} .

Ïî ôîðìóëå (1) âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü P (C),

P (A + B) = P (C) =
m + k

n
=

m

n
+

k

n
= P (A) + P (B). ¥

Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ, êàñàþùèåñÿ âåðîÿòíîñòè íå-
âîçìîæíîãî è ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ. Âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ êàê P (A) = 1 − P (A), òàê êàê 1 = P (Ω) = P (A + A) = P (A) +
P (A). Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþ, òàê êàê íåâîçìîæíîå ñîáûòèå
ïðîòèâîïîëîæíî ïîëíîìó ñîáûòèþ Ω.

Òåîðåìà (ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñîáûòèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
íåñîâìåñòíûìè). P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñóììó A+B â âèäå ñóììû äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé
A è B\A è èñïîëüçóåì ôîðìóëó (2) âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñóììû äâóõ íåñîâìåñòíûõ
ñîáûòèé

P (A + B) = P (A) + P (B \ A).

Ðàçíîñòü B \ A îçíà÷àåò ñîáûòèå, ïðè êîòîðîì ñîáûòèå B ïðîèñõîäèò, êîãäà íå
ïðîèñõîäèò A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, P (B) = P (AB) + P (B \ A), îòñþäà

P (A + B) = P (A) + P (B \ A) = P (A) + (P (B)− P (AB)).¥

Â ñëó÷àå òðåõ ñîáûòèé ôîðìóëà âåðîÿòíîñòè ñóììû ñîáûòèé èìååò âèä:

P (A + B + C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (BC)− P (AC) + P (ABC) (3)

1.3 Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷è
Çàäà÷à 1.Ïîäêèäûâàåì îäíîâðåìåííî äâà èãðàëüíîãî êóáèêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòè

ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:

• A ÷èñëî î÷êîâ îäèíàêîâî íà îáîèõ êóáèêàõ;

• B ÷èñëî î÷êîâ íà îäíîì áîëüøå, ÷åì íà äðóãîì;

• C ñóììà î÷êîâ ÷åòíà;

• D ñóììà î÷êîâ áîëüøå äâóõ;

• E ñóììà î÷êîâ íå ìåíüøå ïÿòè;

• F õîòÿ áû íà îäíîì øåñòü î÷êîâ;

• G ïðîèçâåäåíèå î÷êîâ ðàâíî øåñòè.

Ïðåæäå âñåãî âû÷èñëÿåòñÿ îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ïîñêîëüêó êàæäîìó
èç øåñòè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, èìåþùèõ ìåñòî ïðè ïîäáðàñûâàíèè îäíîãî êóáèêà,
ñîîòâåòñòâóåò øåñòü ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, èìåþùèõ ìåñòî ïðè ïîäáðàñûâàíèè âòîðîãî
êóáèêà, òî îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ðàâíî 62 = 36.
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A 1 2 3 4 5 6
1 ∗
2 ∗
3 ∗
4 ∗
5 ∗
6 ∗

C 1 2 3 4 5 6
1 ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗
6 ∗ ∗ ∗

D 1 2 3 4 5 6
1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
6 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

E 1 2 3 4 5 6
1 ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
6 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

F 1 2 3 4 5 6
1 ∗
2 ∗
3 ∗
4 ∗
5 ∗
6 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

G 1 2 3 4 5 6
1 ∗
2 ∗
3 ∗
4
5
6 ∗

Èçîáðàçèì ýëåìåíòàðíûå èñõîäû â âèäå òàáëèöû 6x6 îòìåòèì íà íåé èñõîäû,
áëàãîïðèÿòñòâóþùèå ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîáûòèþ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1), ïîëó÷àåì:

P (A) = 6
36

= 1
6
, P (B) = 1− P (A) = 5

6
, P (C) = 18

36
= 1

2
,

P (D) = 35
36

, P (E) = 30
36

= 5
6
, P (F ) = 11

36
,

P (G) = 4
36

.

Çàäà÷à 2. Â àóäèòîðèè 100 ÷åëîâåê. 50 èç íèõ çíàþò àíãëèéñêèé ÿçûê (E), 40
ôðàíöóçñêèé (F ), 35 íåìåöêèé (D), 20 àíãëèéñêèé è ôðàíöóçñêèé (EF ), 8 àíãëèéñêèé
è íåìåöêèé (ED), 10 ôðàíöóçñêèé è íåìåöêèé (FD), 5 íåìåöêèé,àíãëèéñêèé è ôðàí-
öóçñêèé (EFD). Ñêîëüêî ÷åëîâåê íå çíàåò íè îäíîãî ÿçûêà (E D F )?

Ñîáûòèå E D F ïðîòèâîïîëîæíî ñîáûòèþ E + F + D, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî
÷åëîâåê çíàåò õîòÿ áû îäèí èíîñòðàííûé ÿçûê. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3).

P (E + F + D) = P (E) + P (F ) + P (D)− P (EF )− P (ED)− P (FD) + P (EFD) =

0.5 + 0.4 + 0.35− 0.2− 0.08− 0.1 + 0.05 = 0.92.

Îòñþäà P (E D F ) = 1 − P (EFD) = 1 − 0.92 = 0.08. Ñëåäîâàòåëüíî, 8 ÷åëîâåê íå
çíàþò íè îäíîãî èíîñòðàííîãî ÿçûêà.

1.4 Ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ, ñî÷åòàíèÿ
Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, áóäåì íàçûâàòü n-ìíîæåñòâîì. Ñî÷å-

òàíèåì áóäåì íàçûâàòü m-ïîäìíîæåñòâî èç n-ìíîæåñòâà. Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Cm

n . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
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÷èñëà ñî÷åòàíèé, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü åùå îäíî ïîíÿòèå. Ðàçìåùåíèå � ýòî óïîðÿ-
äî÷åííîå m-ïîäìíîæåñòâî èç n-ìíîæåñòâà. Êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé Am

n âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

Am
n = n · (n− 1) · . . . · (n−m + 1)︸ ︷︷ ︸

m ñîìíîæèòåëåé
=

n!

(n−m)!
(4)

Íàïðèìåð, 5 ñïîðòñìåíîâ áîðþòñÿ çà ïåðâûå òðè ïðèçîâûõ ìåñòà. Ñêîëüêî âà-
ðèàíòîâ èñõîäîâ ñîðåâíîâàíèÿ ìîæåò áûòü? Ïåðâîå ìåñòî ìîæåò çàíÿòü ëþáîé èç
ïÿòè ñïîðòñìåíîâ, âòîðîå ìåñòî � ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ ÷åòûðåõ, òðåòüå � ëþáîé èç
îñòàâøèõñÿ òðåõ. Òàêèì îáðàçîì A3

5 = 5 · 4 · 3 = 5!
2!

= 1·2·3·4·5
1·2 = 60.

Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû óïîðÿäî÷èâàíèÿ n-ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
ôîðìóëû (4)

An
n = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n!

Ïåðåñòàíîâêè 3-ìíîæåñòâà èìåþò âèä (123), (132), (213), (231), (312), (321).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ðàçìåùåíèé ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëî ñî÷åòàíèé

Am
n = Cm

n ·m!, îòñþäà è èç (4) ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé:

Cm
n =

Am
n

m!
=

n!

(n−m)!m!
(5)

Íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî èñõîäîâ ðåçóëüòàòà ñîðåâíîâàíèé, â êîòîðîì íàñ èíòåðåñóåò
òîëüêî òðîéêà ïðèçåðîâ, ðàâíî C3

5 = 60
3!

= 10. Ýòè âàðèàíòû ìîæíî ïåðå÷èñëèòü:
{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 4, 5}, {2, 3, 4},{2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}.
Êàæäîìó òàêîìó ñî÷åòàíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñî÷åòàíèå àóòñàéäåðîâ: {4, 5}, {3, 5}, {3, 4},
{2, 5}, {2, 4}, {2, 3}, {1, 5},{1, 4}, {1, 3}, {1, 2}. Ýòîò ôàêò åñòü ïðîÿâëåíèå ñèììåòðè-
÷åñêîãî ÷èñëà ñî÷åòàíèé Cm

n = Cn−m
n . Êðîìå ýòîãî, ê ñâîéñòâàì ÷èñëà ñî÷åòàíèé

îòíîñÿòñÿ ñóùåñòâåííûå ÷àñòíûå ñëó÷àè C0
n = Cn

n = 1 è ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
Cm

n = Cm
n−1 + Cm−1

n−1 , ïîçâîëÿþùèå ñâåñòè êîëè÷åñòâà ñî÷åòàíèé Cm
n â òðåóãîëüíèê

Ïàñêàëÿ:

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1.5 Êîíå÷íàÿ ñõåìà ñ íåðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, â êîòîðîé êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñ-

òíîé ñõåìû ñ ðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî.
Ýòî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà â èãðå â êîñòè. Àçàðòíûå èãðû

ñóùåñòâîâàëè â äðåâíîñòè ïîâñåìåñòíî. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå
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àðõåîëîãè÷åñêèå íàõîäêè. Èãðàëüíûìè êîñòÿìè ñëóæèëè êîñòè æèâîòíûõ � àñòðà-
ãàëû, êîòîðûå ïðè áðîñàíèè ìîãëè ïàäàòü íà ÷åòûðå ñòîðîíû. Ýòè ñòîðîíû êàê-òî
íóìåðîâàëèñü, íî åäèíîé ñèñòåìû íå áûëî. Â îäíîé èç èãð â äðåâíåé Ãðåöèè áðîñàëè
îäíîâðåìåííî ÷åòûðå àñòðàãàëà. Âûèãðûøíûì áðîñêîì ñ÷èòàëñÿ òîò, ïðè êîòîðîì
âûïàäàëè ðàçíûå ñòîðîíû; òàêîé áðîñîê íàçûâàëñÿ "Âåíåðîé" . Â àðõåîëîãè÷åñêèõ
ðàñêîïêàõ, íà÷èíàÿ ñ V òûñÿ÷åëåòèÿ äî í.ý. (âîçìîæíî, ðàíåå) ñðåäè íàéäåííûõ
êîñòåé àñòðàãàëû âñòðå÷àþòñÿ â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç ÷àùå, ÷åì äðóãèå êîñòè.
Ïîñëå ìíîãîêðàòíûõ èññëåäîâàíèé ðàçëè÷íûõ àñòðàãàëîâ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
÷àñòîòû âûïàäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòîðîí. ×àñòîòà âûïàäåíèÿ øèðîêîé ñòîðîíû A ñ
óãëóáëåíèåì ïðèìåðíî ðàâíà 0.39, ñëåäóþùåé ïî âåëè÷èíå B � 0.37; ÷àñòîòû âûïà-
äåíèÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ñòîðîí C è D � ïî 0.12.

Îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ ðàâíî 44 = 256, íî âåðîÿòíîñòè èõ ïîÿâëåíèÿ ðàçíûå.
Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ÷åòûðåõ àñòðàãàëàõ îäíà è òà æå ñòîðîíà A, ïî
ôîðìóëå (8) ðàâíà P (AAAA) = 0.394 = 0.0231, à âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü êîìáèíàöèþ
ñòîðîí ABCD ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ P (ABCD) = 0.39 · 0.37 · 0.12 · 0.12 = 0.002.

Âñåãî áðîñêó "Âåíåðà" ñîîòâåòñòâóþò 24 = 4 · 3 · 2 · 1 âàðèàíòà ïåðåñòàíîâîê
íàçâàííûõ ñòîðîí íà ÷åòûðåõ àñòðàãàëàõ:

ABCD ABDC ACBD ACDB ADBC ADCB
BACD BADC BCAD BCDA BDAC BDCA
CABD CADB CBAD CBDA CDAB CDBA
DABC DACB DBAC DBCA DCAB DCBA

Ñóììèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü áðîñêà "Âåíåðà" ,
ðàâíóþ 24 · 0.002 = 0.05.

Â îáùåì âèäå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ òàêèì îáðàçîì: èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî íåðàâ-
íîâîçìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω = {ω1, . . . , ωn} ñ èçâåñòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
pi = P (ωi), i = 1, . . . , n,

n∑
i=1

pi = 1. Âåðîÿòíîñòü ñîñòàâíîãî ñîáûòèÿ A = {ωi1 , . . . , ωim}

âû÷èñëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé P (A) =
m∑

j=1

pij .

1.6 Ñ÷åòíàÿ ñõåìà ñ íåðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè
Â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω = {ω1, . . . , ωn, . . .} ñ èç-

âåñòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè pi = P (ωi), i = 1, . . . ,∞,
∞∑
i=1

pi = 1, âåðîÿòíîñòü ñîñòàâíîãî
ñîáûòèÿ A = {ωi1 , . . . , ωim , . . .} òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåðîÿòíîñòåé P (A) =

∞∑
j=1

pij .

Çàäà÷à 3. Èãðàþò äâîå, ïî î÷åðåäè âûíèìàÿ íàóãàä èãðàëüíóþ êàðòó èç ïîëíîé
êîëîäû. Òîò, êòî ïåðâûé âûòàùèò êðàñíóþ êàðòó, âûèãðàë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
êàðòà âîçâðàùàåòñÿ â êîëîäó, è ïðàâî õîäà ïåðåäàåòñÿ äðóãîìó èãðîêó. Íóæíî
íàéòè âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà èãðîêà, êîòîðûé íà÷èíàåò ïåðâûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
p âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü óñïåõîì � â äàííîì ñëó÷àå ýòî
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êàðòà êðàñíîé ìàñòè. Åñëè êîëîäà ïîëíàÿ, òî p = 0.5. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ,
ïðîòèâîïîëîæíîãî óñïåõó, îáîçíà÷èì ÷åðåç q = 1− p.

Èãðà ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ íà ïåðâîì, âòîðîì, òðåòüåì è ò.ä. øàãå. Êîãäà îíà
çàêîí÷èòñÿ, íåèçâåñòíî. Òàêîå ìíîæåñòâî èñõîäîâ Ω = {ω1, . . . , ωn, . . .} è íàçûâàåòñÿ
ñ÷åòíûì. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

p1 = P (ω1) = p,

p2 = P (ω2) = qp,

p3 = P (ω3) = q2p,

. . .

pn = P (ωn) = qn−1p,

. . .

Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî åäèíèöå ñóììû âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, èñïîëüçóÿ
âûðàæåíèå äëÿ ñóììû ýëåìåíòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

p + qp + q2p + . . . = p(1 + q + q2 + . . .) =
p

1− q
= 1.

Ñîñòàâíîå ñîáûòèå A = {ω1, ω3, . . . , ω2k+1, . . .}, îçíà÷àþùåå âûèãðûø èãðîêà, íà-
÷èíàþùåãî ïåðâûì, ñîñòîèò èç íå÷åòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ:

P (A) = p + q2p + q2p + . . . = p(1 + q2 + q4 + . . .) =

=
p

1− q2
=

1− q

(1− q)(1 + q)
=

1

1 + q
=

1

2− p
.

Ïðè ðàâåíñòâå âåðîÿòíîñòè óñïåõà p = 0.5 âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà èãðîêà, íà÷è-
íàþùåãî ïåðâûì, ðàâíà 2/3. Ïðè óâåëè÷åíèè âåðîÿòíîñòè óñïåõà p óâåëè÷èâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà, ïðè óìåíüøåíèè � óìåíüøàåòñÿ. Íàïðèìåð,
ïðè p = 1/6 è p = 1/9 èìååì ñîîòâåòñòâåííî P (A) = 6/11 è P (A) = 9/17. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè óìåíüøåíèè âåðîÿòíîñòè óñïåõà øàíñû âûèãðûøà ïåðâîãî è âòîðîãî
èãðîêîâ âûðàâíèâàþòñÿ.

1.7 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü
Èíñòðóìåíòîì îäíîé èç àçàðòíûõ èãð ÿâëÿåòñÿ ðóëåòêà � êðóã, ïîäåëåííûé íà

ñåêòîðà, ïî êîòîðîìó áëàãîäàðÿ âðàùàòåëüíîìó ìåõàíèçìó äâèæåòñÿ ñòðåëêà. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ îñòàíîâêîé ñòðåëêè â íåêîòîðîì çà-
äàííîì ñåêòîðå, îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íûìè ïåðå÷èñëåííûå ðàíåå ñõåìû. Â òàêîì
ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, â êîòîðîé ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, èìåþùåå
ïëîùàäü (äëÿ ðóëåòêè � ìíîæåñòâî òî÷åê íà îêðóæíîñòè, äëèíà êîòîðîé ìîæåò
áûòü èçìåðåíà). Íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ S ìíîæåñòâà Ω, òàêæå èìåþùèõ
ïëîùàäü, îïðåäåëÿåì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â A êàê ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ, ðàâíóþ
îòíîøåíèþ ïëîùàäåé P (A) = mes(A)

mes(Ω)
, A ∈ S, ñî çíà÷åíèÿìè íà èíòåðâàëå [0; 1],
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P (Ω) = 1, äëÿ êîòîðîé âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî ñóììû A + B äâóõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ðàâíà P (A + B) = P (A) + P (B).

Çàäà÷à 4. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ïðîêðó÷èâàíèè
÷àñîâîãî ìåõàíèçìà ìèíóòíàÿ ñòðåëêà îñòàíîâèòñÿ ìåæäó 1 è 2 èëè 5 è 7?

Äëèíà îêðóæíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 2πR, ãäå R � ðàäèóñ öèôåðáëàòà.
Äëèíà ñåêòîðà ìåæäó 1 è 2 ðàâíà 2πR

12
= π

6
, ìåæäó 5 è 7 ðàâíà πR

3
. Òàêèì îáðàçîì

èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà ñóììå îòíîøåíèé πR/6
2πR

+ πR/3
2πR

= 1
12

+ 1
6

= 1
4
.

Çàäà÷à 5. Äâîå äîãîâîðèëèñü î âñòðå÷å â óñëîâëåííîì ìåñòå ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Êàæäûé ïðèõîäèò â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè ñ 11 äî 12 ÷àñîâ, íàõîäèòñÿ òàì
20 ìèíóò è óõîäèò. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ?

Ðèñ. 1: Ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è 5.

Íà ðèñ.1 òî÷êàì ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòû âðåìåíè ïðèõîäà
êàæäîãî èç ó÷àñòíèêîâ âñòðå÷è. Çàòåìíåííàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò ñîáûòèþ, çà-
êëþ÷àþùåìóñÿ â òîì, ÷òî âñòðå÷à ñîñòîÿëàñü. Âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è ðàâíà 1 − 4

9
=

5
9
, òàê êàê ïëîùàäü åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ðàâíà åäèíèöå, à ïëîùàäü íå çàòåíåííûõ

òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà 2 · (2/3)2

2
= 4

9
.

1.8 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé
Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P (A|B) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëî-

âèè, ÷òî ñîáûòèå B óæå ïðîèçîøëî è óìåíüøèëî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
ñ n äî m ≤ n. Óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü ïî êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå
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âåðîÿòíîñòè (1). Äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü m � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâíîìó ñîáûòèþ B, è r � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîáûòèþ AB:

P (A|B) =
r

m
=

r/n

m/n
=

P (AB)

P (B)
(6)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ

P (AB) = P (A|B)P (B). (7)

Íàïðèìåð, ñîáûòèå A îçíà÷àåò ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ, B1 ÷èñëî î÷êîâ, áîëüøåå 2,
B2 ÷èñëî î÷êîâ, áîëüøåå 3. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ðàâíû

P (A|B1) =
2

4
= 0.5, P (A|B2) =

2

3
= 0.667.

Ñðàâíèì ýòè âåðîÿòíîñòè ñ áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P (A) = 3
6

= 0.5. Â îäíîì
ñëó÷àå èìååì ñîâïàäåíèå óñëîâíîé è áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòåé, â äðóãîì íåò.

Åñëè óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíîé, ò.å. P (A|B) = P (A), òî
ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Èç (6) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ
ñîáûòèé âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé
ýòèõ ñîáûòèé:

P (A) = P (A|B) =
P (AB)

P (B)
, ⇒ P (AB) = P (A)P (B) . (8)

Çàäà÷à 2.(ïðîäîëæåíèå) ßâëÿþòñÿ ëè íåçàâèñèìûìè ïàðû ñîáûòèé E-F è E-
D?

Äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé E (çíàíèå àíãëèéñêîãî ÿçûêà), F (çíàíèå
ôðàíöóçñêîãî ÿçûêà) ñðàâíèì âåðîÿòíîñòü P (EF ) = 0.2 ñ ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòåé
P (E)P (F ) = 0.5 · 0.4 = 0.2, âåðîÿòíîñòè ñîâïàëè, ñëåäîâàòåëüíî çíàíèå àíãëèéñêîãî
ÿçûêà íå çàâèñèò îò çíàíèÿ ôðàíöóçñêîãî.

Äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé E (çíàíèå àíãëèéñêîãî ÿçûêà), D (çíàíèå
íåìåöêîãî ÿçûêà) ñðàâíèì âåðîÿòíîñòü P (ED) = 0.08 ñ ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòåé
P (E)P (D) = 0.5 · 0.35 = 0.175 = 0.08, âåðîÿòíîñòè íå ñîâïàëè, ñëåäîâàòåëüíî çíàíèå
íåìåöêîãî ÿçûêà çàâèñèò îò çíàíèÿ àíãëèéñêîãî.

F \ E E E ñóììà
F 20 20 40
F 30 30 60

ñóììà 50 50 100

D \ E E E ñóììà
D 8 27 35
D 42 23 65

ñóììà 50 50 100

Âû÷èñëÿÿ óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P (D|E) = 8/50 = 0.16 < 0.35 è P (D|E) =
27/50 = 0.54 > 0.35, ïîëó÷àåì, ÷òî áîëåå âûñîêóþ âåðîÿòíîñòü çíàíèÿ íåìåöêîãî
ÿçûêà ñðåäè ñòóäåíòîâ, êîòîðûå íå çíàþò àíãëèéñêèé ÿçûê.
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1.9 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëà Áàéåñà
Ñîáûòèÿ A1, . . . , An îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè ïîÿâëåíèå îäíîãî ñîáûòèÿ

èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå äðóãîãî (AiAj = ∅, i 6= j), è êàêîå-òî èç íèõ îáÿçàòåëüíî
ïðîèçîéäåò (A1 + . . . + An = Ω). Íàïðèìåð, ñîáûòèå A1 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ñëó÷àéíî âûáðàííûé ÷åëîâåê èìååò ïåðâóþ ãðóïïó êðîâè, A2 � âòîðóþ, A3 � òðåòüþ,
A4 � ÷åòâåðòóþ. Èçâåñòíî, ÷òî 33.7% ëþäåé èìååò ïåðâóþ ãðóïïó êðîâè, ïîýòîìó
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A1 ðàâíà P (A1) = 0.337. Àíàëîãè÷íî èìååì îñòàëüíûå àïðè-
îðíûå âåðîÿòíîñòè: P (A2) = 0.375, P (A3) = 0.209, P (A4) = 0.079.

Ðèñ. 2: A1, . . . , A4 � ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé. B = BA1 + BA2 + BA3 + BA4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ñîáûòèå � íåêîòîðîìó ÷åëîâåêó íåèçâåñòíî ñ êàêîé ãðóïïîé
êðîâè ïåðåëèëè íåèçâåñòíóþ êðîâü, è îí îñòàëñÿ æèâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
P (B) çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèå B ñêëàäûâàåòñÿ (ðèñ.2) èç ñâîèõ ïåðåñå÷åíèé BA1, BA2,
BA3, BA4 ñ ñîáûòèÿì A1, . . . , A4, êîòîðûå îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó:

B = BA1 + . . . + BAn.

Âåðîÿòíîñòü ýòîé ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âåðîÿòíîñòåé:

P (B) = P (BA1) + . . . + P (BAn) =

= P (B|A1)P (A1) + . . . + P (B|An)P (An).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîèçâåäåíèé P (BAk) ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé
âåðîÿòíîñòè óìíîæåíèÿ ñîáûòèé (7) âèäà P (BAk) = P (B|Ak)P (Ak).

Ïîñêîëüêó áîëüíîìó ñ ïåðâîé ãðóïïîé ìîæíî ïåðåëèâàòü òîëüêî ïåðâóþ ãðóïïó
êðîâè, òî P (B|A1) = 0.337. Áîëüíîìó ñî âòîðîé ãðóïïîé ìîæíî ïåðåëèâàòü ïåðâóþ
è âòîðóþ, òî P (B|A2) = 0.337 + 0.375 = 0.712. Áîëüíîìó ñ òðåòüåé ãðóïïîé êðîâè
ìîæíî ïåðåëèâàòü ïåðâóþ è òðåòüþ, òî P (B|A3) = 0.337 + 0.209 = 0.546. Áîëüíîìó
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ñ ÷åòâåðòîé ãðóïïîé êðîâè ìîæíî ïåðåëèâàòü ëþáóþ êðîâü, ïîýòîìó P (B|A4) = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñëó÷àéíîì ïåðåëèâàíèè êðîâè

P (B) = P (B|A1)P (A1) + . . . + P (B|A4)P (A4) =

= 0.337 · 0.337 + 0.712 · 0.375 + 0.546 · 0.209 + 1 · 0.079 =

= 0.1136 + 0.2671 + 0.1141 + 0.0790 = 0.5737.

Â îáùåì âèäå äëÿ ëþáîé ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé A1, . . . , An ôîðìóëà ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè èìååò âèä

P (B) =
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai) . (9)

Àïîñòåðèîðíûå (áóêâàëüíî, ïîñëå îïûòà) âåðîÿòíîñòè P (Ai|B) èç ôîðìóëû óñëîâíîé
âåðîÿòíîñòè (6) èìåþò âèä P (Ai|B) = P (AiB

P (B)
. Îòñþäà ïîëó÷àåì äîëè ïðåäñòàâèòåëåé

êàæäîé ãðóïïû êðîâè ñðåäè âûæèâøèõ ïîñëå ñëó÷àéíîãî ïåðåëèâàíèÿ êðîâè:

P (A1|B) =
P (A1B)

P (B)
=

0.1136

0.5737
= 0.1980,

P (A2|B) =
P (A2B)

P (B)
=

0.2671

0.5737
= 0.4654,

P (A3|B) =
P (A3B)

P (B)
=

0.1141

0.5737
= 0.1999,

P (A4|B) =
P (A4B)

P (B)
=

0.0790

0.5737
= 0.1387.

Â îáùåì âèäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ ôîð-
ìóëà Áàéåñà:

P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai)
=

P (AkB)

P (B)
.

Çàäà÷à 6. Íàäåæíîñòü âûÿâëåíèÿ òóáåðêóëåçà ïðè ôëþðîôîòîìåòðèè ðàâíà
90%. Âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîãî äèàãíîçà ðàâíà 1%. Ðàñïðîñòðàíåííîñòü òóáåðêóëåçà
ðàâíà 0.1%. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî. ÷òî ÷åëîâåê ñ ”ïëîõîé” ôëþðîôîòîìåò-
ðèåé íà ñàìîì äåëå áîëåí? Âûäåëèì ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé: A1 � ÷åëîâåê çäîðîâ, A2

� ÷åëîâåê áîëåí. Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè: P (A1) = 0.999, P (A2) = 0.001. Ñîáûòèå B �
”ïëîõàÿ” ôëþðîôîòîìåòðèÿ. Åñëè ÷åëîâåê çäîðîâ, òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè (”ïëîõîé”
ôëþðîôîòîìåòðèè) ðàâíà 1%, òî åñòü P (B|A1) = 0.01. Åñëè ÷åëîâåê áîëåí, òî âåðîÿò-
íîñòü ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè ðàâíà P (B|A2) = 0.9. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü
”ïëîõîé” ôëþðîôîòîìåòðèè î ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè (9):

P (B) = 0.999 · 0.01 + 0.001 · 0.9 = 0.00999 + 0.0009 = 0.01089.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü òîãî. ÷òî ÷åëîâåê ñ ”ïëîõîé” ôëþðîôîòîìåòðèåé íà
ñàìîì äåëå áîëåí, P (A2|B) = 0.0009

0.0189
= 0.0826. Òàê ÷òî òîëüêî 8% ëèö îêàçûâàþòñÿ

áîëüíûìè íà ñàìîì äåëå.
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1.10 Çàäà÷à äå Ìåðå
Ñóùåñòâóåò èñòîðè÷åñêèé àíåêäîò, ñâÿçàííûé ñ ïîñòèæåíèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

øåâàëüå äå Ìåðå, êîòîðûé ïðåäëàãàë çàêëþ÷èòü ïàðè íà òî, ÷òî çà 4 ïîäáðàñûâàíèÿ
èãðàëüíîé êîñòè (îáû÷íûé øåñòèãðàííûé êóáèê) õîòÿ áû îäèí ðàç êóáèê âûïàäåò
ñòîðîíîé ñ øåñòüþ î÷êàìè (ñîáûòèå B).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç At ñîáûòèå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî øåñòü î÷êîâ âûïàäåò
t ðàç, t = 0, 1, 2, 3, 4. Ñîáûòèå Ω = A0 + A1 + A2 + A3 + A4 ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì, îíî
îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò, òàê êóáèê ëèáî íè ðàçó íå óïàäåò øåñòèî÷êîâîé ñòîðîíîé,
ëèáî ýòî ïðîèçîéäåò îäèí, äâà, òðè èëè 4 ðàçà. P (Ω) = 1. Ñîáûòèå B (õîòÿ áû ðàç
6 î÷êîâ) ìîæíî âûðàçèòü êàê ñóììó B = A1 + A2 + A3 + A4. Âåðîÿòíîñòü P (B)
ìîæíî ñîñ÷èòàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî íàéòè âåðîÿòíîñòè P (At) ïðè t = 1, 2, 3, 4
è èõ ñëîæèòü, ëèáî êàê âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ P (B) = 1 − P (A0).
Ñîáûòèå A0 îçíà÷àåò, ÷òî çà ÷åòûðå ïîïûòêè ñòîðîíà ñ øåñòüþ î÷êàìè òàê è íå
ïîÿâèòñÿ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè îäíîì èñïûòàíèè êóáèê óïàäåò íà ëþáóþ èç
ïÿòè ñòîðîí êðîìå øåñòèî÷êîâîé, ðàâíà 5

6
, òîãäà P (A0) = 5

6
· 5

6
· 5

6
· 5

6
= 0.48. Ñëåäî-

âàòåëüíî, P (B) = 1− 0.48 = 0.52. Ýòà âåðîÿòíîñòü íå íàìíîãî, íî áîëüøå ïîëîâèíû.
Êàê ãëàñèò àíåêäîò, äå Ìåðå ðåøèë, ÷òî íàøåë ïóòü ê îáîãàùåíèþ, íî ñ íèì

äîâîëüíî ñêîðî íèêòî íå ñòàë èãðàòü. Òîãäà îí ïðèäóìàë äðóãîå ïàðè è äëÿ äâóõ
êóáèêîâ óâåëè÷èë ÷èñëî èñïûòàíèé äî 24. Îøèáî÷íî îí âû÷èñëèë, ÷òî ïðè 24-õ
ïîäáðàñûâàíèÿõ äâóõ êóáèêîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 2

3
õîòÿ áû ðàç âûïàäóò äâå ”øåñòåðêè”,

îäíàêî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâèë âåðîÿòíîñòü, áëèçêóþ ê ïîëîâèíå. Îá ýòîì íå-
ñîâïàäåíèè îí ñîîáùèë ïðè âñòðå÷å Áëåçó Ïàñêàëþ, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü îáñóæäàë
ýòó çàäà÷ó â ïåðåïèñêå ñ Ïüåðîì äå Ôåðìà. Îáà ýòè ó÷åíûå ïîäòâåðäèëè ïðàâèëüíîñòü
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ðåçóëüòàòà øåâàëüå äå Ìåðå. Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü íåâûïàäå-
íèÿ äâóõ "øåñòåðîê" îäíîâðåìåííî ðàâíà 35

36
, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 24 ðàçà

"äâå øåñòåðêè" òàê è íå âûïàäóò íè ðàçó, ðàâíà
(

35
36

)24 ≈ 0.51, ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ
áû îäèí ðàç îíè âûïàäóò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.49.

1.11 Áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ñëó÷àéíîå ÷èñëî âûïàäåíèÿ øåñòè î÷êîâ èãðàëüíîãî êóáèêà

â n = 4 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ, pk = P{ξ = k}, k = 0, 1, 2, 3, 4 ÷åðåç p = 1
6

âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ øåñòè î÷êîâ (óñïåõ), ÷åðåç q = 1 − 1
6

= 5
6

âåðîÿòíîñòü
íåâûïàäåíèÿ øåñòè î÷êîâ (íåóäà÷à), ÷åðåç Ck

n îáîçíà÷åíî ÷èñëî ñî÷åòàíèé ïî k èç n
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ýëåìåíòîâ, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî (5).

÷èñëî âàðèàíòû âåðîÿòíîñòü
óñïåõîâ k êîìáèíàöèé pk

0 ◦ ◦ ◦◦ C0
4p

0q4 =
(

5
6

)4

1 • ◦ ◦◦ ◦ • ◦◦ ◦ ◦ •◦ ◦ ◦ ◦• C1
4p

1q3 = 4 · 1
6

(
5
6

)3

• • ◦◦ • ◦ •◦ • ◦ ◦• ◦ • •◦
2 ◦ • ◦• ◦ ◦ •• C2

4p
2q2 = 6 · (1

6

)2 (
5
6

)2

3 • • •◦ • • ◦• • ◦ •• ◦ • •• C3
4p

3q1 = 4 · (1
6

)3 (
5
6

)1

4 • • •• C4
4p

4q0 =
(

1
6

)4

4∑

k=1

pk =
54 + 4 · 53 + 6 · 52 + 4 · 5 + 1

64
=

(5 + 1)4

64
= 1.

Åñëè èçâåñòíû âñåâîçìîæíûå èñõîäû x1, x2, . . . , xN ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ξ, à
òàêæå âåðîÿòíîñòè pi = P (ξ = xi), i = 1, . . . , N , òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí çàêîí ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà

ξ :

(
x1 x2 . . . xN

p1 p2 . . . pN

)
. (10)

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ðàâíàÿ ñëó÷àéíîìó ÷èñëó óñïåõîâ, èìååò áèíîìèàëüíûé çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ:

P{ξ = k} = Ck
npk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. (11)

Íà ðèñóíêå 3 îäèí ãðàôèêîâ (ñòîëáèêè) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàâèñèìîñòü ìåæäó
÷èñëîì óñïåõîâ k è âåðîÿòíîñòÿìè P{ξ = k} â ñëó÷àå n = 100 è p = 0.4.

1.12 Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà èñïûòàíèé n ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p áèíîìèàëüíé çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåí àíàëèòè÷åñêè â âèäå ôóíêöèè

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , (12)

ãäå µ = np, σ =
√

np(1− p). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé âåëèêî, òî
äëÿ ñëó÷àéíîãî ÷èñëà óñïåõîâ ξ èç n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòü P{ξ =
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Ðèñ. 3: Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n = 100 è p = 0.2 è íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µ = 20, σ2 = 16.

k} ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (11) áè-
íîìèàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ, ëèáî ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (12) íîðìàëüíîãî
çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå x = k. Ýòîò ôàêò â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ
òåîðåìîé Ìóàâðà-Ëàïëàñà (ðèñ.3). Íàïðèìåð, p = 0.2 � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ìîëîäîé ÷åëîâåê ê 20 ãîäàì íå êóðèò, ξ � ñëó÷àéíîå ÷èñëî íåêóðÿùèõ èç 100 ñëó÷àéíî
âûáðàííûõ äâàäöàòèëåòíèõ. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç íèõ 15 îêàæåòñÿ
íåêóðÿùèìè. Ïî ôîðìóëå (11) ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.048, ïî ôîðìóëå (12) ðàâíà
0.046.

Ãðàôèêè ôóíêöèè (12), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ µ è σ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 4.
Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå µ, à â òî÷êè µ − σ è µ +
σ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà. ×åì ìåíüøå σ, òåì ìåíåå âàðèàáåëüíåå ñëó÷àéíûå
íàáëþäåíèÿ è òåì ïëîòíåå îíè êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî µ.

Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ôóíêöèÿ F (x) = P{ξ ≤ x} íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè îíà èçâåñòíà, òî ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ïîïà-
äàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ëþáîé èíòåðâàë,

P{a < ξ ≤ b} = F (b)− F (a). (13)

Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè Φ(x) ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
êîòîðîå èìååò ìåñòî ïðè µ = 0 è σ = 1, ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå 7. Â ýëåêòðîííûõ
òàáëèöàõ Excel ýòà ôóíêöèÿ âûçûâàåòñÿ ÷åðåç ÍÎÐÌÐÀÑÏ.

×àùå âñåãî òàáëèöåé 7 ïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàíòèëåé ðàñïðåäåëåíèÿ.
P -êâàíòèëü � ýòî ÷èñëî, âåðîÿòíîñòü íå ïðåâûñèòü êîòîðîå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå
Z ðàâíà P (ðèñ. 5). P{Z ≤ ZP} = P ðàâíî ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ è âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ZP . Íàïðèìåð, 0.975-
êâàíòèëüþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1.96. Â òàáëèöå
7 ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè 1.9 è ñòîëáöà 0.06. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
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Ðèñ. 4: Êðèâûå ïëîòíîñòåé íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè µ = 40,
σ2 = 25; µ = 60, σ2 = 25; µ = 50, σ2 = 49.

Ðèñ. 5: Èëëþñòðàöèÿ P -êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ.

P -êâàíòèëè ïðè P < 0.5 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî íóëÿ,
è òåì, ÷òî âñÿ ïëîùàäü, îãðàíè÷åííàÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà 1, òî åñòü
Φ(−x) = 1−Φ(x). Â ÷àñòíîñòè, Φ(−1.96) = 1−Φ(1.96) = 1− 0.975 = 0.025. Ñîãëàñíî
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(13), äëÿ ñòàíäàðòíî íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ñïðàâåäëèâî
P{−1.96 < Z <≤ 1.96} = Φ(1.96)− Φ(−1.96) = 0.975− 0.025 = 0.95.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.95 çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíà ñîñðåäîòî÷åíû
íà èíòåðâàëå îò -1.96 äî 1.96.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x|µ, σ) ñ ïàðàìåòðàìè
µ 6= 0 è σ 6= 1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

F (x|µ, σ) = P{ξ ≤ x} = Φ

(
x− µ

σ

)
. (14)

Â ÷àñòíîñòè, íà ïðàêòèêå èíîãäà âàæíåå áûâàåò îïðåäåëèòü íå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
÷èñëî íåêóðÿùèõ òî÷íî ðàâíî 15, à âåðîÿòíîñòü òîãî, íåêóðÿùèõ áóäåò íå áîëüøå
15. Ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé (12) ïðè µ = np =
100 · 0.2 = 20, σ =

√
np(1− p) =

√
16 = 4 ñëåâà äî çíà÷åíèÿ x = 15. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X ñëó÷àéíîå ÷èñëî êóðÿùèõ ñòóäåíòîâ.

P{X ≤ 15} = Φ

(
15− 20√

16

)
= Φ(−1.25) = 1− Φ(1.25) = 1− 0.8944 = 0.1056.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Φ(1.25) ìû âîñïîëüçîâàëèñü òàáëèöåé 7, çíà÷åíèå 0.8944 ëåæèò
íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè 1.2 è ñòîëáöà 0.05. Â ýëåêòðîííûõ òàáëèöàõ Excel ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé P{X ≤ 15}=ÍÎÐÌÐÀÑÏ(15;20;4;1). ×èñëî 15 ÿâëÿåòñÿ
0.1056-êâàíòèëüþ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ ïàðàìåòðàìè µ = 20, σ2 = 16.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðàâíèòü, íàñêîëüêî âåëèêî ðàñõîæäåíèå ìåæäó áèíîìèàëüíûì è
íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðè ÷èñëå èñïûòàíèé, ðàâíîì n = 100, íóæíî âû÷èñëèòü
âåðîÿòíîñòè P{ξ = k} äëÿ k = 0, 1, . . . , 15 ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (11) è çàòåì èõ
ñëîæèòü. Áåç èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âû÷èñëåíèÿ îêàçûâàþòñÿ î÷åíü
òðóäîåìêèìè, îòâåò 0.128.

Çàäà÷à 7. Â íåêîòîðîì êóðîðòíîì ãîðîäêå ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ðåñòîðàíàìè
â ðàçãàð ñåçîíà ïðîæèâàþò n = 1000 òóðèñòîâ. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïðè íàëè÷èè 500 ìåñò òóðèñòà íå ñìîãóò îáñëóæèòü? Ñêîëüêî ìåñò íóæíî
èìåòü â ðåñòîðàíå, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99 ñëó÷àéíî çàøåäøèé òóðèñò ñìîã
ïîîáåäàòü?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ñëó÷àéíîå ÷èñëî ïîñåòèòåëåé, ÷åðåç M ÷èñëî ìåñò. p = 0.5,
np = 500, np(1− p) = 1000 · 0.5 · 0.5 = 250,

√
250 ≈ 16. Ïóñòü M = 500.

P{ξ > 500} = 1− P{ξ ≤ 500} = 1− Φ

(
500− 500

16

)
= 1− Φ(o) = 0.5.

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ èñïîëüçóåì âûðàæåíèå (14).

P{ξ ≤ M} = 0.99 ⇔ Φ

(
M − np√
np(1− p)

)
= 0.99 .

Ïî òàáëèöå 7 íàõîäèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè 0.9901 ñîîòâåòñòâóåò êâàíòèëü, ðàâíàÿ 2.33,
ñëåäîâàòåëüíî, M−np√

np(1−p)
= 2.33, îòêóäà M = np + 2.33

√
np(1− p) = 500 + 2.33 · 16 =

537.28. Òàêèì îáðàçîì äîïîëíèòåëüíûå 37 ñòóëüåâ ìîãóò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü â
ãîðîäå îáñëóæèâàíèå òóðèñòîâ.
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1.13 Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûì
Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí áûëè ïîñòðîåíû íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η, ζ è ϑ,
Ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò Ñòüþäåíòà Ôèøåðà

Ñòåïåíè ñâîáîäû n n n è m

η =
n∑

i=1

ξ2
i ζ = ξ0s

1
n

nP
k=1

ξ2
k

ϑ =

1
n

nP
k=1

ξ2
k

1
m

mP
k=1

η2
k

ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ áûëè âû÷èñëåíû è íàçâàíû ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèÿìè
õè-êâàäðàò, Ñòüþäåíòà è Ôèøåðà. Ñòåïåíè ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ýòèõ
ðàñïðåäåëåíèé.

Ñîâðåìåííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïîçâîëÿåò íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η â ëþáîé èíòåðâàë. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî x0 > 0

P (η > x0) = ÕÈ2ÐÀÑÏ(x0; n),

P (ζ > x0) = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏ(x0; n; 1),

P (ϑ > x0) = FÐÀÑÏ(x0; n; m).

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàñïðåäåëåíèå Ñòüäåíòà ñòàíîâèòñÿ âñå
áîëåå ïîõîæèì íà ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êðèâàÿ êîòîðîãî íà ðè-
ñóíêå 6 èçîáðàæåíà òîíêîé ëèíèåé.

Ðèñ. 6: Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò è Ñòüþäåíòà ñîîòâåòñòâåííî ñ 2-ìÿ è
4-ìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàíòèëåé ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ôóíêöèè.
Ïî îïðåäåëåíèþ, P -êâàíòèëü χ2

P (n) ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ P{χ2 < χ2

P (n)} = P, ñëåäîâàòåëüíî,
χ2

P (n) = ÕÈ2ÎÁÐ(1− P ; n),
ηP (n) = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏÎÁÐ(2(1− P ); n),
ϑP (n, m) = FÐÀÑÏÎÁÐ(1− P ; n; m),

ÕÈ2ÎÁÐ(0.05; 1) = 3.84 = χ2
0.95(1),

ÑÒÜÞÄÐÀÑÏÎÁÐ(0.1; 10) = 1.81 = η0.95(10),
FÐÀÑÏÎÁÐ(0, 05; 10; 10) = 2.98 = ϑ0.95(10, 10).
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2 Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû
2.1 Ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàììû

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îáîñíîâàííûå âûâîäû î ñâîéñò-
âàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè íàáëþäåíèé íàä íèìè � âûáîðêå.
Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ãåíåðàëüíûì.

Âûáîðêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë x1, . . . , xn, ïîëó÷åííûõ íà
ïðàêòèêå ïðè n-ðàòíîì ïîâòîðåíèè ýêñïåðèìåíòà â íåèçìåííûõ óñëîâèÿ. Íàïðèìåð,
â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé äåïðåññèè ïî øêàëå Çóíãà ó ñòóäåíòîâ äíåâíûõ îòäåëåíèé
óíèâåðñèòåòà áûëà ïîëó÷åíà âûáîðêà îáúåìà n = 83.

Ïåðåéäåì ê óïîðÿäî÷åííîé âûáîðêå, êîòîðóþ íàçûâàþò âàðèàöèîííûì ðÿäîì.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäèí ñòóäåíò èìååò îöåíêó äåïðåññèè 24, äâîå 27, åùå äâîå 28,
åùå äâîå 29, îäèí 29,5, òðîå 30 è ò.ä. Åñëè êîëè÷åñòâî ãðàäàöèé íåâåëèêî, òî ýòó
ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäîëæèòü è ïðåäñòàâëÿòü äàííûå â âèäå âàðèàöèîííîãî ðÿäà.
Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ 34 ãðàäàöèè, ïîýòîìó åñòü ñìûñë èõ ñãðóïïèðîâàòü
ïî íåêîòîðûì èíòåðâàëàì, ëó÷øå îäèíàêîâûì.

Ðèñ. 7: Ãèñòîãðàììà ïðèçíàêà äåïðåññèè ïî øêàëå Çóíãà.

Äëèíà èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì, ïîýòîìó
âûáîð ïîäõîäÿùåé äëèíû è êîëè÷åñòâà èíòåðâàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷àùå âñåãî çäðàâûì
ñìûñëîì èëè îïûòîì ðàáîòû ñ äàííûìè. Åñëè ìàòåðèàë íå çíàêîìûé, òî âû÷èñëÿþò
ðàçìàõ âûáîðêè R, ðàâíûé ðàññòîÿíèþ ìåæäó ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé ãðà-
äàöèÿìè, è äëèíó èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè ïîëó÷àþò êàê îòíîøåíèå ðàçìàõà ê êî-
ëè÷åñòâó èíòåðâàëîâ ïîðÿäêà äåñÿòè è âûøå â çàâèñèìîñòè îò îáúåìà âûáîðêè.
Äëèíó èíòåðâàëà äëÿ óäîáñòâà ìîæíî îêðóãëèòü, à êðàéíèå èíòåðâàëû (”õâîñòû”)
îáúåäèíèòü, åñëè êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé â íèõ íå ïðåâûøàåò, íàïðèìåð, ïÿòè.
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Ðàññìîòðèì èíòåðâàëû äëèíîé 4, íà÷èíàÿ ñ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 24, è
ñîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, ïîïàäàþùèõ â êàæäûé èç èíòåðâàëîâ, è ïîñòðîèì
ãèñòîãðàììû: èñõîäíóþ è ñ ó÷åííûì ”õâîñòîì”, îïèñûâàþùèå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
èññëåäóåìîé õàðàêòåðèñòèêè. Ãðàôèê ãèñòîãðàììû ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 7.

èíòåðâàëû êîë-âî
íàáþäåíèé

≤ 28 5
(28; 32] 17
(32; 36] 13
(36; 40] 20
(40; 44] 14
(44; 48] 11
(48; 52] 3
(52; 56] 0
(56; 60] 2
âñåãî 83

èíòåðâàëû êîë-âî
íàáþäåíèé

≤ 28 5
(28; 32] 17
(32; 36] 13
(36; 40] 20
(40; 44] 14
(44; 48] 11
> 48 5
âñåãî 83

Ðèñ. 8: Ãèñòîãðàììû ïðèçíàêà äåïðåññèè ïî øêàëå Çóíãà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçíûì
ãîäàì.

Ïîñòðîèì äâå ãèñòîãðàììû (ðèñ.8), ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ïðèç-
íàêó äåïðåññèè ïî øêàëå Çóíãà, íî â ðàçíûå ãîäû: 2004 è 2005. Îáðàùàåò íà ñåáÿ
ôàêò, ÷òî îäíà ãèñòîãðàììà ñäâèíóòà ïðàâåå, è åå ðàçìàõ áîëüøå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
òîìó, ÷òî â ñðåäíåì îöåíêà äåïðåññèè âûøå â 2005 ãîäó, è ñðåäè ýòèõ ñòóäåíòîâ
íàáëþäàåòñÿ áîëüøåå ðàçíîîáðàçèå. ×èñëåííî ýòè ðàçëè÷èÿ ìîæíî èçìåðèòü ïðè
ïîìîùè õàðàêòåðèñòèê ñðåäíåãî è äèñïåðñèè.
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2.2 Ñðåäíåå, äèñïåðñèÿ
Îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé öåíòðà ïîëîæåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäå-

ëåííîé ïî çàêîíó

ξ :

(
x1 x2 . . . xN

p1 p2 . . . pN

)
,

ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå µ, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè âûðàæåíèÿ

µ = x1p1 + . . . + xNpN . (15)

Ïîÿñíèì ýòî âûðàæåíèå íà ïðèìåðå. Âñåì õîðîøî çíàêîìà ñèòóàöèÿ, êîãäà â
øêîëå â êîíöå ÷åòâåðòè äåëàþòñÿ ïðîãíîçû îòíîñèòåëüíî òîãî, êàêàÿ îöåíêà áóäåò
âûâåäåíà ïî òîìó èëè èíîìó ïðåäìåòó. Ïóñòü ñëó÷àéíûå îöåíêè ïî ëèòåðàòóðå ξ1 è
ôèçèêå ξ2 ïîä÷èíåíû çàêîíàì

ξ1 :

(
2 3 4 5

0.1 0.2 0.3 0.4

)
ξ2 :

(
2 3 4 5

0.4 0.3 0.2 0.1

)
,

êîòîðûì ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü íàáîðû îöåíîê 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5 è 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3,
4, 4, 5 ñî ñðåäíèìè àðèôìåòè÷åñêèìè 4 è 3. Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äåéñòâèòåëüíî ðàâíû

µ1 = 2 · 0.1 + 3 · 0.2 + 4 · 0.3 + 5 · 0.4 = 0.2 + 0.6 + 1.2 + 2 = 4,

µ2 = 2 · 0.4 + 3 · 0.3 + 4 · 0.2 + 5 · 0.1 = 0.8 + 0.9 + 0.8 + 0.5 = 3 .

Åñëè èìååòñÿ âûáîðêà íàáëþäåíèé x1, . . . , xn, òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç x̄ èëè µ̂ è âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå:

x̄ =
n∑

i=1

xi. (16)

Õàðàêòåðèñòèêà âàðèàáåëüíîñòè äàííûõ � äèñïåðñèÿ σ2 � îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

σ2 = (x1 − µ)2p1 + . . . + (xN − µ)2pN . (17)

Â êà÷åñòâå îöåíêè äèñïåðñèè ïî âûáîðêå x1, . . . , xn îáû÷íî èñïîëüçóþò âûðàæåíèå

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n− 1

(
n∑

i=1

x2
i − nx̄2

)
. (18)

Íàðÿäó ñ äèñïåðñèåé σ2 èñïîëüçóþò òàêæå õàðàêòåðèñòèêó ñòàíäàðòíîãî îò-
êëîíåíèÿ σ, êîòîðîå ðàâíî êâàäðàòíîìó êîðíþ èç äèñïåðñèè. Îöåíêîé ñòàíäàðòíîãî
îòêëîíåíèÿ ïî âûáîðêå x1, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ S.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ îöåíîê ïî ëèòåðàòóðå è ôèçèêå ξ1 è ξ2

ðàññìîòðèì êâàäðàòû îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî (ξ1 − µ1)
2 è (ξ2 − µ2)

2

(ξ1 − µ1)
2 :

(
(−2)2 (−1)2 0 12

0.1 0.2 0.3 0.4

)
(ξ2 − µ2)

2 :

( −1)2 0 12 22

0.4 0.3 0.2 0.1

)

è âû÷èñëèì èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äèñïåðñèÿìè σ2
1 è σ2

2 ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ1 è ξ2:

σ2
1 = 4 · 0.1 + 1 · 0.2 + 0 · 0.3 + 1 · 0.4 = 0.4 + 0.2 + 0 + 0.4 = 1,

σ2
2 = 1 · 0.4 + 0 · 0.3 + 1 · 0.2 + 4 · 0.1 = 0.4 + 0 + 0.2 + 0.4 = 1 .

Èòàê, îöåíêè ïî ôèçèêå è ëèòåðàòóðå îòëè÷àþòñÿ ïî ñðåäíèì çíà÷åíèÿì è èìåþò
îäèíàêîâûå äèñïåðñèè. Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìåíüøåé äèñïåðñèåé. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ îöåíêà ïî ôèçêóëüòóðå ξ3 èìååò ðàñïðåäåëåíèå

ξ3 :

(
2 3 4 5
0 0.1 0.8 0.1

)
.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî µ3 = 2·0+3·0.1+4·0.8+5·0.1 = 0+0.3+3.2+0.5 = 4, äèñïåðñèÿ
ðàâíà σ2

3 = (2−4)2 ·0+(3−4)2 ·0.1+(4−4)2 ·0.8+(5−4)2 ·0.1 = 0+0.1+0+0.1 = 0.2. Òî
åñòü âàðèàáåëüíîñòü âîçìîæíûõ îöåíîê ïî ôèçêóëüòóðå 5, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 3 â ïÿòü
ðàç ìåíüøå âàðèàáåëüíîñòè îöåíîê ïî ôèçèêå è ëèòåðàòóðå.

2.3 Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë è îøèáêà ñðåäíåãî
Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̄ ïî íàáëþäåíèÿì x1, . . . , xn ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì µ è äèñ-

ïåðñèåé σ2, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ðàññìîòðèì
äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëåé óðîâíÿ äåïðåññèè ïî øêàëå Çóíãà ñòóäåíòîâ âîñ-
òî÷íîãî ôàêóëüòåòà.

2004 2005 2006 2007
x̄ 35.9 40.9 38.1 41.0
S2 49.8 59.5 36.0 85.2
n 15 38 31 14

S/
√

n 1.8 1.3 1.1 2.5

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî âû-
áîðî÷íîãî ñðåäíåãî x̄ ðàâíÿåòñÿ ãåíåðàëüíîìó ñðåäíèìó µ, à åãî äèñïåðñèÿ ðàâíà
σ2

n
. Ïî äàííûì äèíàìèêè óðîâíÿ äåïðåññèè õîðîøî çàìåòíî çíà÷èòåëüíîå ñíèæåíèå

âàðèàáåëüíîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ïî ñðàâíåíèþ ñ âàðèàáåëüíîñòüþ âñåé âûáîðêè.
Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî x̄, ðàâíîå σ√

n
íàçûâàþò

îøèáêîé ñðåäíåãî. Â êà÷åñòâå åãî îöåíêè èñïîëüçóþò îòíîøåíèå S√
n
. Â ñòàòèñ-

òè÷åñêèõ îò÷åòàõ ïðèíÿòî ïðåäñòàâëÿòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ â ñîïðîâîæäåíèè îøèáêè
ñðåäíåãî: x̄± S√

n
, íàïðèìåð, ñðåäíèé óðîâåíü äåïðåññèè â 2004 ãîäó ðàâåí 35.9± 1.8,

â 2005 ãîäó 40.9± 1.3.
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Ðèñ. 9: Óðîâíè äåïðåññèè â ðàçíûõ ïî ñîñòîÿíèþ çäîðîâüÿ ãðóïïàõ.

Ïîñêîëüêó ïðè ïîìîùè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî x̄ ìû òîëüêî ïðèìåðíî óêàçûâàåì,
ãäå ìîæåò íàõîäèòñÿ ãåíåðàëüíîå ñðåäíåå µ, è ïðè èçìåíåíèè îáúåìà âûáîðêè ýòîò
ïîêàçàòåëü ìîæåò èçìåíèòüñÿ, òî åñòü ñìûñë óêàçàòü ãðàíèöû, çà ïðåäåëû êîòîðûõ
ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ íå ìîæåò ïîïàñòü ãåíåðàëüíîå ñðåäíåå µ. Èíòåðâàë,
íàêðûâàþùèé èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñ-
òüþ P íàçûâàåòñÿ P · 100%-äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ 95%-äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ãåíåðàëüíîãî ñðåäíåãî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè è èçâåñòíîé äèñïåðñèè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà:

x̄− 1.96 · S√
n

< µ < x̄ + 1.96 · S√
n

. (19)

Åñëè äèñïåðñèÿ σ2 íåèçâåñòíà, òî äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé âûáîðêè èñïîëüçóåòñÿ
âûðàæåíèå:

x̄− ηn−1
0.975 ·

S√
n

< µ < x̄ + ηn−1
0.975 ·

S√
n

, (20)

ãäå ηm
0.975 îáîçíà÷åíà 0.975-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïîíÿòèå êâàíòèëè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå 1.12. Âåðõíèé èíäåêñ îçíà÷àåò
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Âû÷èñëåíèå êâàíòèëè îïèñàíî â ðàçäåëå 1.13.

Íà ðèñ. 9, 106 ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äåïðåññèè, îøèáêè
ñðåäíåãî è 95%-äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ñðåäíåãî. Ñðàçó âèäíî, ÷òî áîëåå
âûðàæåíî ðàçëè÷èå ìåæäó çäîðîâûìè è áîëüíûìè ëþäüìè, ÷åì ðàçëè÷èå ìåæäó
ïðåäñòàâèòåëÿìè îäíîé âîçðàñòíîé è ñîöèàëüíîé ãðóïïû, íî â ðàçíûå ãîäû.
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Ðèñ. 10: Óðîâíè äåïðåññèè ïî Çóíãó ó ñòóäåíòîâ.

2.4 Ïðîâåðêà ãèïîòåç
Ïðèíöèï ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðî-

ãî ìàëà, ñ÷èòàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ñòåïåíü "ìàëîâåðîÿòíîñòè"îïðåäåëÿåòñÿ çàðàíåå
çàäàâàåìûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè α. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò α = 0.05 � âåðîÿòíîñòü
áðîñêà Âåíåðû â èãðå â êîñòè.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à â ïîñòðîåíèè êðèòåðèÿ èëè ïðàâèëà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðèíè-
ìàåòñÿ èëè îòâåðãàåòñÿ ãèïîòåçà, çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïîäõîäÿùåé ñòàòèñòè-
êè � ôóíêöèè îò âûáîðî÷íûõ íàáëþäåíèé, êîòîðàÿ ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ïðîâåðÿåìîé
(íóëåâîé) ãèïîòåçû èìååò íåêîòîðîå èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ïðîñòîé ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà
ðàñïðåäåëåíèÿ H0 : θ = θ0. Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H1. Ñòàòèñ-
òèêà, íà îñíîâå êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ èëè îòâåðãàåòñÿ ãèïîòåçà, íàçûâàåòñÿ ñòàòèñ-
òèêîé êðèòåðèÿ. Äëÿ íåå ñòðîèòñÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â
êîòîðóþ ðàâíà çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè. Íàïðèìåð, åñëè ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ
èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî äëÿ α = 0.05 êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü
èìååò âèä (−∞;−1.96] ∪ [1.96; +∞), òàê êàê 0.025-êâàíòèëü ñòàíäàðòíî íîðìàëüíî
ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ðàâíà Z0.025 = −1.96, òî åñòü ñïðàâåäëèâî
P{Z < −1.96} = 0.025, è 0.975-êâàíòèëü ðàâíà Z0.975 = 1.96, òî åñòü P{Z > 1.96} =
0.025, ñëåäîâàòåëüíî, P{|Z| > 1.96} = 0.05. Åñëè íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè
Z∗ ïîïàäàåò â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, òî åñòü |Z∗| > 1.96, òî H0 îòâåðãàåòñÿ ñ óðîâíåì
çíà÷èìîñòè α = 0.05, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó.

×àùå âìåñòî ïîñòðîåíèÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòè âû÷èñëÿåòñÿ P -çíà÷åíèå (äîâåðè-
òåëüíûé óðîâåíü âåðîÿòíîñòè) èëè çíà÷èìîñòü α∗, ñ êîòîðîé ñðàâíèâàåòñÿ α. Äëÿ
ëþáîé ñòàòèñòèêè Z ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå H1 : θ 6= θ0 çíà÷èìîñòü ðàâíà
α∗ = P{|Z| > Z∗}, ïðè H1 : θ > θ0 ðàâíà α∗ = P{Z > Z∗}, ïðè H1 : θ < θ0 ðàâíà
α∗ = P{Z < Z∗}. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ ñëó÷àå, êîãäà α∗ < α.
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2.5 Êðèòåðèè Ôèøåðà è Ñòüþäåíòà
Âûáîðêè ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè, åñëè îíè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ñëåäñ-

òâèåì îäíîðîäíîñòè ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäíåãî è äèñïåðñèè.
Ãèñòîãðàììû íà ðèñóíêå 8 ïîêàçûâàþò, ÷òî äàííûå óðîâíåé äåïðåññèè ïî øêàëå
Çóíãà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì ãîäàì íàáëþäåíèÿ, ðàñïðåäåëåíû íåîäèíàêîâî. Òî,
íàñêîëüêî òî ðàçëè÷èå çíà÷èìî, ìîæíî âûÿñíèòü ïðè ïîìîùè ñòàòèñòè÷åñêèõ êðè-
òåðèåâ Ôèøåðà (ðàâåíñòâî äèñïåðñèé) è Ñòüþäåíòà (ðàâåíñòâî ñðåäíèõ). Îáà ýòèõ
êðèòåðèÿ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî äàííûå ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ãèñòî-
ãðàììû íà ðèñóíêå 8 ñâèäåòåëüñòâóþò îá óíèìîäàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàëî âû-
ðàæåííîé àñèììåòðèè, ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè âûáîðîê äîïóñòèìî.

Ïî (16) è (17) â ãðóïïàõ 2004 è 2005 ãîäîâ âû÷èñëÿåì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå x̄ = 36
è ȳ = 41, îöåíèâàåì äèñïåðñèè S2

1 = 5.82 = 33.6 è S2
2 = 7.82 = 60. Îáúåìû âûáîðîê

ðàâíû n1 = 46 è n2 = 37.
Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé H0 : σ2

1 − σ2
2 = 0. Â ñëó÷àå

ðàâåíñòâà äèñïåðñèé ñòàòèñòèêà Ôèøåðà F =
S2

1

S2
2
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôè-

øåðà ñ n1 − 1 è n2 − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè F .
S2

1

S2
2

=
33.6

60.8
= 0.5556 = F∗.

Ïðè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå H1 : σ2
2 − σ2

1 6= 0 âû÷èñëÿåì P -çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðè
F∗ > 1 ðàâíî 2 · P{F > F∗}, à ïðè F∗ < 1 ðàâíî 2 · P{F > 1/F∗},

2 · P (F > 1/F∗) = 2 · FÐÀÑÏ(1.8; 36; 45) = 0.06.

Òàê êàê P -çíà÷åíèå áîëüøå 0.05, òî ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé íå îòâåðãàåòñÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå 2004 è 2005 ãîäà ïî âàðèàáåëüíîñòè îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èìî.

Ïðè óñëîâèè îäèíàêîâîñòè äèñïåðñèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ
H0 : µ1 − µ2 = 0 èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà Ñòüþäåíòà âèäà

T =
x̄− ȳ

S
√

1
n1

+ 1
n2

, ãäå S2 =
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
(21)

ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé îáúåäèíåííîé äèñïåðñèè. Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû
H0 : µ1−µ2 = 0 ñòàòèñòèêà T èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n1 +n2−2 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Äëÿ ïðèìåðà, âû÷èñëÿåì ïî (21) çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà, îíî ðàâíî
T∗ = −3.3. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî 46 + 37 − 2 = 81. Ïðè àëüòåðíàòèâíîé
ãèïîòåçå H1 : µ1 − µ2 6= 0 âû÷èñëÿåì çíà÷èìîñòü

α∗ = P (|T | > |T∗|) = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏ(| − 3.3|; 81; 2) = 0.0014.

Òàê êàê α∗ < 0.05, òî â äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.95 óòâåðæäàåì, ÷òî óðîâíè
äåïðåññèè ñðåäè ñòóäåíòîâ óíèâåðñèòåòà â ðàçíûå ãîäû îòëè÷àþòñÿ çíà÷èìî.

Â ñèòóàöèè, êîãäà ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé îòâåðãàåòñÿ, ðåêîìåíäóåòñÿ
èñïîëüçîâàòü âèäîèçìåíåííûé êðèòåðèé Ñòüþäåíòà äëÿ ðàçíûõ äèñïåðñèé. Âèä åãî
áîëåå ñëîæíûé. Â Excel åãî ìîæíî èçâëå÷ü â ìåíþ ”Ñåðâèñ” - ”Àíàëèç äàííûõ” -
”Äâóõâûáîðî÷íûé Ò-òåñò ñ ðàçíûìè äèñïåðñèÿìè”.
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2.6 Êðèòåðèé Ìàííà-Óèòíè
Êðèòåðèé Ìàííà-Óèòíè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè íåçà-

âèñèìûõ âûáîðîê ëèáî íåáîëüøîãî îáúåìà, ëèáî â ñëó÷àå âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ, íå ñîãëàñîâàííîãî ñ íîðìàëüíûì. Íåçàâèñèìûå îò âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ êðèòåðèè íàçûâàþòñÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèìè. Ðàññìîòðèì äàííûå èç òàáëèöû
1 î ïðîöåíòå ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ îòäåëüíî ïî êàæäîìó øòàòó. ×åðåç
x1, . . . , xn1 , ãäå n1 = 12, è y1, . . . , yn2 , ãäå n2 = 8, îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà â
12-òè ãîðîäàõ øòàòà Êàëèôîðíèÿ è âîñüìè ãîðîäàõ øòàòà Òåõàñ.

ãîðîä øòàò % ëèö àç.ïðîèñõ. òåìïåðàòóðà ðàíãè
X Y X Y

LOS ANGE CA 9.8 469.3 12 8
SAN DIEG CA 11.8 324.0 13 4
SAN JOSE CA 19.5 171.3 18 3
SAN FRAN CA 29.1 46.7 20 1
LONG BEA CA 13.6 50.0 15 7
SACRAMEN CA 15.0 96.3 17 9
FRESNO CA 12.5 99.1 14 12
OAKLAND CA 14.8 56.1 16 2
SANTA AN CA 9.7 27.1 11 5
ANAHEIM CA 9.4 44.3 10 5
RIVERSID CA 5.2 77.7 9 11
STOCKTON CA 22.8 52.6 19 10
HOUSTON TX 4.1 539.9 7 14
DALLAS TX 2.2 342.4 5 20
SAN ANTO TX 1.1 333.0 2 17
EL PASO TX 1.2 245.4 3 13
AUSTIN TX 3.0 217.8 6 16
FORT WOR TX 2.0 281.1 4 18
ARLINGTO TX 3.9 93.0 8 18
CORPUS C TX 0.9 135.0 1 15

Òàáëèöà 1: Äàííûå î ãîðîäàõ øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ.

2.6.1 Ïåðâè÷íàÿ ñòàòèñòèêà
Ïåðâè÷íàÿ ñòàòèñòèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî, äèñïåðñèè, äîâåðèòåëüíûõ

èíòåðâàëîâ è ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàìì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñàìîãî îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ
î òîì, â êàêîì èç øòàòîâ ýòîò ïðîöåíò âûøå, ïî (16) îöåíèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:

x̄ =
1

n1

n1∑
i=1

xi =
9.8 + 11.8 + . . . + 22.8

12
= 14.4,

ȳ =
1

n2

n2∑
i=1

xi =
4.1 + 2.2 + . . . + 0.9

8
= 2.3.
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Ðèñ. 11: Êàòåãîðèàëüíûå ãèñòîãðàììû ïðèçíàêà � ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ â øòàòàõ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ ñ äëèíîé èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè 5%.

Îöåíêè äèñïåðñèè ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ â øòàòàõ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ
âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå (17):

S2
x =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n1 − 1

(
n1∑
i=1

x2
i − n1x̄

2

)
=

=
9.82 + 11.82 + . . . + 22.82 − 12 · 14.42

12− 1
= 43.4,

S2
y =

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(yi − ȳ)2 =
1

n2 − 1

(
n2∑
i=1

y2
i − n1ȳ

2

)
=

=
4.12 + 2.22 + . . . + 0.92 − 8 · 2.32

8− 1
= 1.6.

Â Êàëèôîðíèè áîëüøå ñðåäíèé ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ è åãî
äèñïåðñèÿ. Ïîñòðîèì ãèñòîãðàììó � ãðàôèê, ïîêàçûâàþùèé êàê ðàñïðåäåëåíû
ãîðîäà ïî ðàññìàòðèâàåìîìó ïðèçíàêó (ðèñ.11). Íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòêëàäûâà-
þòñÿ èíòåðâàëû ñ øàãîì 5% � çíà÷åíèÿ ïðîöåíòîâ ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ:
0%, 5%, 10% òàê äàëåå. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé
(ãîðîäîâ), â êîòîðûõ ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ
óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ. Íàïðèìåð, â øòàòå Êàëèôîðíèÿ 4 ãîðîäà èìåþò ïðîöåíò ëèö
àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ â ïðåäåëàõ îò 5 äî 10%, 5 ãîðîäîâ � îò 10 äî 15%, îäèí
ãîðîä � îò 15 äî 20%, åùå îäèí � îò 20 äî 25% è ïîñëåäíèé îò 25 äî 30%.

Â øòàòå Òåõàñ âñå 8 ãîðîäîâ èìåþò ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ íå
áîëåå 5%. Ïðè óìåíüøåíèè äëèíû èíòåðâàëîâ äî 0.5% ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàñïðå-
äåëåíèå ãîðîäîâ (ðèñ.12):

%ëèö àç.ïð. ≤ 1% (1; 1.5] (1.5; 2] (2; 2.5] (2.5; 3] (3; 3.5] (3.5; 4] (4; 4.5]
êîë-âî ãîðäîâ 1 2 1 1 1 0 1 1
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Ðèñ. 12: Ãèñòîãðàììà ïðèçíàêà � ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ â øòàòå
Òåõàñ ñ äëèíîé èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè 0.5%.

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 13.
Èòàê, èìåþòñÿ äâå íàñòîëüêî ìàëûå âûáîðêè, ÷òî óñòàíîâèòü èõ ñîãëàñèå ñ íîð-

ìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Êðèòåðèè îäíîðîä-
íîñòè Ôèøåðà è Ñòüþäåíòà â äàííîì ñëó÷àå íåóìåñòíû. Ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà â
êðèòåðèè Ìàííà-Óèòíè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûáîðêè íàáëþäåíèé x1, . . . , xn1

è y1, . . . , yn2 îáúåìîâ n1 è n2, íàïðèìåð, ïðîöåíòà ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ
ãîðîäà øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ, ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî, à íàáëþäàåìîå ðàç-
ëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì õàðàêòåðîì íàáëþäåíèé. Â îñíîâå êðèòåðèÿ Ìàííà-
Óèòíè ëåæèò êðèòåðèé Âèëêîêñîíà.

Ðèñ. 13: Ñðåäíèå ïðîöåíòû ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ è 95%-å äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû â ãîðîäàõ øòàòîâ Êàëèôîðíèÿ è Òåõàñ.
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2.6.2 Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà
Åñëè êàêîé-ëèáî ýëåìåíò èç âûáîðêè X âñòðå÷àåòñÿ ïîñëå êàêîãî-òî ýëåìåíòà

èç âûáîðêè Y , òî ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî îäíà èíâåðñèÿ. Íàïðèìåð, ïîëó÷åíà
âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ýëåìåíòû âûáîðîê X è Y ÷åðåäóþòñÿ
â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: X Y Y X Y X Y Y X X. Ïåðâûé ýëåìåíò èç X ìåíüøå âñåõ
ýëåìåíòîâ âûáîðêè Y , ïîýòîìó åãî âêëàä â îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé U ðàâåí íóëþ.
Äëÿ âòîðîãî ïî ïîðÿäêó ýëåìåíòà èç X èìåþòñÿ äâà ìåíüøèõ ïî çíà÷åíèþ ýëåìåíòà
èç Y , ñëåäîâàòåëüíî, åãî âêëàä â îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé U ðàâåí 2, è òàê äàëåå,
ïîëó÷àåì U = 0+2+3+5+5 = 15. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå èíâåðñèé
U = 25, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y Y Y Y Y X X X X X, âûáîðêè íå
îäíîðîäíû, è, â öåëîì, çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà â âûáîðêå X áîëüøå çíà÷åíèé ïðèçíàêà Y .
Àíàëîãè÷íî, ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èíâåðñèé U = 0 â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
X X X X X Y Y Y Y Y ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âûáîðêè íå îäíîðîäíû, è çíà÷åíèÿ
ïðèçíàêà â âûáîðêå X ìåíüøå çíà÷åíèé Y . Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà ïîçâîëÿåò óñòàíî-
âèòü ñòåïåíü ñëó÷àéíîñòè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X Y Y X Y X Y Y X X.

Â êðèòåðèè Âèëêîêñîíà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : pxy = pyx î ðàâåíñòâå âå-
ðîÿòíîñòåé pxy = P{X < Y } è pyx = P{X > Y } ïðè àëüòåðíàòèâíîé H1 : pxy >
pyx âûáèðàåòñÿ êðèòè÷åñêîå ÷èñëî èíâåðñèé Uα òàêîå, ÷òî åñëè íàáëþäàåìîå ÷èñëî
èíâåðñèé áîëüøå êðèòè÷åñêîãî U > Uα, òî H0 îòâåðãàåòñÿ â ïîëüçó H1 ñ óðîâíåì
çíà÷èìîñòè α. Îäíàêî àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà èíâåðñèé Uα ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, ïîýòîìó òðåáóþòñÿ ëèáî ñïåöèàëüíûå òàáëèöû, ëèáî êîìïü-
þòåðíûå ïðîãðàììû. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò áîëåå ïðîñòîå åãî îáîáùåíèå
â âèäå êðèòåðèÿ Ìàííà-Óèòíè.

2.6.3 Âûðàæåíèå ÷èñëà èíâåðñèé ÷åðåç ðàíãè
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëî èíâåðñèé U ÷åðåç ðàíãè âûáîðêè x1, . . . , xn1 è y1, . . . , yn2

îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó è êàæäîìó íàáëþäåíèþ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàíã � åãî
ìåñòî â âàðèàöèîííîì (óïîðÿäî÷åííîì) ðÿäó.

U = (r1 − 1) + (r2 − 2) + . . . + (rn1 − n1) =
∑

ri − (1 + 2 + . . . + n) =

=
∑

ri − n1(n1 + 1)

2
, òàê êàê 1 + 2 + . . . + n =

n(n + 1)

2
.

Ñìåñü 68 70 75 81 92
âûáîðîê 66 67 78 79 80
ðàíãè 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

âûáîðêè y y x x x y y y x x

×èñëî èíâåðñèé ðàâíî U = 2 + 2 + 2 + 5 + 5 = 16. Âûðàçèì ýòî ÷èñëî ÷åðåç ðàíãè.
Ýëåìåíòû âûáîðêè X èìåþò ðàíãè:

r1 = 3, r2 = 4, r3 = 5, r4 = 9, r5 = 10,

U = (3− 1) + (4− 2) + (5− 3) + (9− 4) + (10− 5) =

= 3 + 4 + 5 + 9 + 10− (1 + 2 + 3 + 4 + 5) = 16.
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Äëÿ ïðîâåðêè âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþ òîæäåñòâî

R1 + R2 =
n(n + 1)

2
, ãäå n = n1 + n2, (22)

òàê êàê âñåãî èìååòñÿ n ðàíãîâ îò 1 äî n, à ñóììà ýëåìåíòîâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà ðàâíà
1 + 2 + . . . + n = n(n+1)

2
.

Åñëè s çíà÷åíèé â âàðèàöèîííîì ðÿäó ñîâïàäàþò, òî èõ ðàíãè r1, . . . , rs çàìåíÿþòñÿ
íà îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó r̄ = 1

s

s∑
k=1

rk.
Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû H0 : pxy = pyx è ïðè n1, n2 ≥ 8 ñëó÷àéíîå

÷èñëî èíâåðñèé U èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì ÷èñëîì èíâåðñèé
EU = n1n2

2
. Äèñïåðñèÿ U ðàâíà

DU =
n1n2

12
(n1 + n2 + 1).

Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü êâàíòèëè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
êà÷åñòâå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ïðåîáðàçóåì ñòàòèñòèêó U â ñòàòèñòèêó Ìàííà-
Óèòíè

Z =
U − EU√

DU
=

R2 − n2(n2+1)
2

− n1n2

2√
n1n2

12
(n1 + n2 + 1)

, (23)

êîòîðàÿ ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè âûáîðîê èìååò ñòàíäàð-
òíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. ×åðåç R2 îáîçíà÷åíà ñóììà ðàíãîâ âûáîðêè îáúåìà
n2 < n1. Ïðè íàëè÷èè êîìïüþòåðà â Excel âû÷èñëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü
âåðîÿòíîñòè p êàê

p = P{|Z| > |Z∗|} = 2(1−ÍÎÐÌÑÒÐÀÑÏ(abs(Z∗))), (24)

ïðè p < α = 0.05 íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ. Ïðè îòñóòñòâèè êîìïüþòåðà íàáëþ-
äàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Z∗ ñðàâíèâàåòñÿ ñ êðèòè÷åñêèì Z = 1.96. Åñëè |Z∗| >
1.96, òî ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè îòâåðãàåòñÿ ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.05.

2.6.4 Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ êðèòåðèÿ Ìàííà-Óèòíè
Îáúåäèíÿåì âûáîðêè ïðîöåíòîâ ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ äâóõ øòàòîâ â

îäíó è ñòàâèì ðàíãè (òàáëèöà 2). Â Ñàí-Ôðàíöèñêî ñàìûé âûñîêèé ïðîöåíò ëèö
àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ïîýòîìó åìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøèé ðàíã 20, à â Êîð-
ïóñ-Êðèñòè ñàìûé íèçêèé ïðîöåíò 0.9%, åìó ñîîòâåòñòâóåò ñàìûé íèçêèé ðàíã 1.
Äëÿ êîìïàêòíîñòè â òàáëèöå 2 íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ îêðóãëåíû.

Íàéäåì ñóììó èç n1 = 12 ðàíãîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê øòàòó Êàëèôîðíèÿ: R1 = 174.
Ñóììà èç n2 = 8 ðàíãîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê øòàòó Òåõàñ ðàâíà R2 = 36. Äëÿ ïðîâåðêè
ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåì ñâîéñòâî (22). Ïðîâåðÿåì:

R1 + R2 = 174 + 36 = 210 =
20 · 21

2
.
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×èñëî èíâåðñèé U ïîëó÷àåì èç ñóììû ðàíãîâ

U = R2 − n2(n2 + 1)

2
= 36− 8 · 9

2
= 0,

äèñïåðñèÿ DU = n1n2(n1+n2+1)
12

= 168,

Z =
U − n1n2

2√
DU

=
0− 8 · 12/2√

168
= −3.7

Íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Z∗ = −3.7 áîëüøå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
0.975-êâàíòèëè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 1.96, ïîýòîìó ãèïîòåçà îä-
íîðîäíîñòè âûáîðîê îòâåðãàåòñÿ ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.05 è ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ çíà÷èìî ìåíüøå â øòàòå Òåõàñ, ÷åì â
øòàòå Êàëèôîðíèÿ.

Êàëèôîðíèÿ (X) Òåõàñ (Y )
% 10 12 20 30 14 15 13 15 9.7 9.4 5 23 4 2.2 1.1 1.2 3 2 3.9 1

ðàíã 12 13 18 20 15 17 14 16 11 10 9 19 7 5 2 3 6 4 8 1

Òàáëèöà 2: Ïðèçíàê � ïðîöåíò ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ � è åãî ðàíãè.

Åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè p âîñïîëüçîâàòüñÿ òàá-
ëèöåé 7 çíà÷åíèé ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(x) è âûðàæå-
íèåì Φ(−x) = 1−Φ(x), òî äëÿ ìàêñèìàëüíî ïðåäñòàâëåííîãî â ýòîé òàáëèöå çíà÷åíèÿ
Φ(3.4) = 0.9998 èìååì Φ(−3.4) = 1 − 0.9998 = 0.0002, ñëåäîâàòåëüíî äîâåðèòåëüíûé
óðîâåíü âåðîÿòíîñòè p < 0.0002 ìåíüøå α = 0.05 è ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè øòàòîâ ïî
ïðîöåíòó ëèö àçèàòñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ îòâåðãàåòñÿ, òî åñòü â Òåõàñå ýòîò ïðîöåíò
çíà÷èìî ìåíüøå.

2.7 Êðèòåðèé Êðàñêåëà-Óîëëèñà.
Ýòîò íåïàðàìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíî-

ðîäíîñòè ñðàçó äëÿ íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê.
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì äàííûå â òàáëèöå 3 î êîëè÷åñòâå îøèáîê, äîïóùåííûìè

ñòóäåíòàìè, îáó÷àåìûõ ïî îäíîé èç òðåõ ìåòîäèê. Íóæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè
çíà÷èìûìè ðàçëè÷èÿ â ìåòîäèêàõ.

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ îáúåäèíÿåì âñå òðè ãðóïïû â îäíó è óïîðÿäî÷èâàåì äàííûå.
Ó÷èòûâàÿ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà ÷èñëà îøèáîê, âû÷èñëÿåì ðàíãè. Çàòåì
ñóììèðóåì ðàíãè Ri, i = 1, . . . , r, ãäå ÷åðåç r îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ãðóïï, r = 3.
n1, . . . , nr � ýòî êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé â êàæäîé ãðóïïå, n1 = 7, n2 = 5, n3 = 3,
n1 + . . . + nr = n. Ïîëó÷àåì R1 = 37.5, R2 = 43, R3 = 39.5. Åñëè ìåæäó ãðóïïàìè íåò
ñèñòåìàòè÷åñêèõ ðàçëè÷èé, òî ñðåäíèå ðàíãè 1

ni
Ri âíóòðè êàæäîé ãðóïïû íå äîëæíû

î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíåãî ðàíãà n+1
2
, ðàññ÷èòàííîãî ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè.
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Â êà÷åñòâå ìåðû îòñòóïëåíèÿ îò ÷èñòîé ñëó÷àéíîñòè ðàññìàòðèâàþò ñòàòèñòèêó
Êðàñêåëà-Óîëëèñà

H =
r∑

i=1

ci

(
1

ni

Ri − n + 1

2

)2

=
12

n(n + 1)

r∑
i=1

R2
i

ni

− 3(n + 1),

ïîëó÷åííóþ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå âåñîâ ci, òàê ÷òî H àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäèòñÿ ê
χ2 ðàñïðåäåëåíèþ ñ r − 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. 12

15·16

(
37.52

7
+ 432

5
+ 39.52

3

)
− 3 · 16 = 6.84.

� êîë-âî îøèáîê ìåòîäèêà ðàíã
1 0 0 1
2 1 0 3.5
3 1 0 3.5
4 1 0 3.5
8 1 1 3.5
5 2 0 7.5
6 2 0 7.5
9 2 1 7.5
10 2 1 7.5
7 3 0 11
11 3 1 11
13 3 2 11
12 4 1 13.5
14 4 2 13.5
15 5 2 15

Òàáëèöà 3: Äàííûå î êîëè÷åñòâå îøèáîê, äîïóùåííûõ ñòóäåíòàìè, îáó÷àâøèìèñÿ ïî
ðàçíûì ìåòîäèêàì.

Ðèñ. 14: Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà îøèáîê îò ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ.

Â ñëó÷àÿõ r = 2, 3, 4 èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ 3.84,
5.99, 7.81. Â íàøåì ñëó÷àå r = 3, èìååì 6.84>5.99, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà îá îòñóò-
ñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ ðàçëè÷èé ìåæäó ãðóïïàìè îòâåðãàåòñÿ (ðèñ.14).
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2.8 Ïðîâåðêà ãèïîòåç îäíîðîäíîñòè
â ñëó÷àå çàâèñèìûõ âûáîðîê (êðèòåðèé çíàêîâ )

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ (òàáë.4). Â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ ÿâëåíèå ïðåñòóïíîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëè÷åñòâî óáèéñòâ, ñîâåð-
øåííûõ îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Ýòî äàííûå òèïà ïðîöåññîâ, òàê êàê â êà÷åñòâå
ïîâòîðíîñòåé âûñòóïàþò ãîäû íàáëþäåíèé. Îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ çàâèñèìûìè, ò.å.
åñëè êîëè÷åñòâî óáèéñòâ ïðè ïîìîùè ðóæüÿ è ïèñòîëåòà â 1826 ãîäó áûëî áîëüøå,
÷åì êîëè÷åñòâî óáèéñòâ ïðè ïîìîùè çàäóøåíèÿ, òî ñêîðåå âñåãî ýòà òåíäåíöèÿ ñî-
õðàíèòñÿ è â 1827 ãîäó. Â èíñòðóêöèÿõ ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó àíàëèçó òàêèå äàííûå
íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè âûáîðêàìè.

Ôîðìû óáèéñòâà 1826 1827 1828 1829 1830 1831
Ðóæüå, 56 64 60 61 57 88
ïèñòîëåò
Ñàáëÿ, øïàãà 15 7 8 7 12 30
êèíæàë, ñòèëåò
Íîæ 39 40 34 46 44 34
Ïàëêà, òðîñòü 23 28 31 24 12 21
Êàìåíü 20 20 21 21 11 9
Òóïûå, îñòðûå è 35 40 42 45 46 49
êîëþùèå îðóäèÿ
Çàäóøåíèå 2 5 2 2 2 4
Ñáðàñûâàíèå, 6 16 6 1 4 3
óòîïëåíèå
Óäàð íîãè, 28 12 21 23 17 26
êóëàêà
Íåèçâåñòíîå 17 1 2 0 2 2
Âñåãî 241 233 227 230 207 266

Òàáëèöà 4: Äàííûå óãîëîâíîé ïîëèöèè Ôðàíöèè (Êåòëå)

Çàäà÷à 1. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïåðèîä 1826�1830ãã. íàáëþäàëîñü
â öåëîì îáùåå ñíèæåíèå ïðåñòóïíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîãî ïîâûøåíèÿ â
1828�1829ãã, à â 1831 åå çíà÷èòåëüíûé ðîñò (ðèñ.15). Âûÿñíèì, íåëüçÿ ëè ñ÷èòàòü,
÷òî, â îñíîâíîì, ïðåñòóïíîñòü ñíèæàëàñü, à åå ðåäêîå ïîâûøåíèå îáúÿñíÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîñòüþ.

Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî êðèòåðèé çíàêîâ. Â êà÷åñòâå èñïûòàíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü
n = 5 ïàð ëåò: 1826�1827, 1827�1828, 1828�1829, 1829�1830, 1830�1831. "Óñïåõîì"
óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ðåæå, â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïîâû-
øåíèå ÷èñëà ïðåñòóïëåíèé. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì äâà "óñïåõà" k = 2 â 1828�
1829ãã. è â 1830�1831ãã. è òðè íåóäà÷è. Åñëè áû âî âñåõ ïÿòè ñëó÷àÿõ íàáëþäàëñÿ
ðîñò ÷èñëà óáèéñòâ èëè, íàîáîðîò, âñå ïÿòü íàáëþäåíèé ñîîòâåòñòâîâàëè ñíèæåíèþ
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Ðèñ. 15: Äèíàìèêà ÷èñëà óãîëîâíûõ ïðåñòóïëåíèé âî Ôðàíöèè â 1826-1831ãã.

÷èñëà ïðåñòóïëåíèé, òî âñå áûëî áû ïîíÿòíî. À âîò íàñêîëüêî çíà÷èìî ñêàçûâàåòñÿ
íà îáùåì ñíèæåíèè ýòè ïîâûøåíèÿ, ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê êðèòåðèþ çíàêîâ.

Êðèòåðèé çíàêîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äâóõ çàâè-
ñèìûõ âûáîðîê (x1, y1), . . . , (xn, yn). Íàïðèìåð, x1 = 64, y1 = 60 � ÷èñëî óáèéñòâ ïðè
ïîìîùè ðóæüÿ è ïèñòîëåòà â 1827 è 1828 ãîäàõ, x2 = 40, y2 = 34 � ÷èñëî óáèéñòâ ïðè
ïîìîùè íîæà â òåõ æå 1827-1828 ãîäàõ, è òàê äàëåå, âñåãî n = 10 ñïîñîáîâ óáèéñòâà
� ýòî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Åñëè xi = yi, òî ñîîòâåòñòâóþùèå íàáëþäåíèÿ
èñêëþ÷àåòñÿ êàê ìàëî èíôîðìàòèâíîå, è ÷èñëî èñïûòàíèé óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.

Ðàññìîòðèì çíàêè ðàçíîñòåé xi − yi, i = 1, . . . , n. Ïðè îäíîðîäíûõ âûáîðêàõ
÷àñòîòû çíàêîâ ïëþñ è ìèíóñ äîëæíû áûòü îäèíàêîâû. Ïóñòü çíàêîâ ïëþñ áîëüøå
çíàêîâ ìèíóñ, ïîýòîìó óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ïîÿâëåíèå çíàêà ïëþñ �óñïåõîì�. Ïðîâå-
ðÿåìàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü �óñïåõà� ðàâíà p = 0.5. Â ïðèìåðå
ýòà ãèïîòåçà îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà óáèéñòâ â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ èëè
óâåëè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè.

n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
K 0 0 0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5

Òàáëèöà 5: Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì èñïûòàíèé è êðèòè÷åñêèì ÷èñëîì �óñïåõîâ�.

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èñïûòàíèé íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé âû-
÷èñëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå ÷èñëî �óñïåõîâ� (òàáëèöà 5). Îíî âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî óñïåõîâ K, òàêîå ÷òî P{X ≤ K} ≤ 0.05, ãäå X � ñëó÷àéíîå ÷èñëî
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óñïåõîâ. Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå n = 10 ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.
Ïðè âåðîÿòíîñòè óñïåõà p = 1

2
ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ

P{X ≤ 0} =
C0

10

210
≈ 0.001 < 0.05,

P{X ≤ 1} = P{X = 0}+ P{X = 1} =
C0

10 + C1
10

210
=

1 + 10

1024
= 0.01 < 0.05,

P{X ≤ 2} = P{X = 0}+ P{X = 1}+ P{X = 2} =

=
C0

10 + C1
10 + C2

10

210
=

1 + 10 + 45

1024
= 0.055 > 0.05,

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 10 ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî óñïåõîâ K, ïðè êîòîðîì ñëó÷àéíîå
÷èñëî óñïåõîâ X íå ïðåâûøàåò K = 1. Â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà èñïûòàíèé ëó÷øå
èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû.

Êðèòåðèé çíàêîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè íàáëþäàåìîå ÷èñëî �óñïåõîâ� ìåíüøå
êðèòè÷åñêîãî K, òî ïðîâåðÿåìóþ ãèïîòåçó H0 : p = 0.5 ñëåäóåò îòâåðãíóòü, èíà÷å
íåò îñíîâàíèé åå îòâåðãíóòü.

Çàäà÷à 1 (ïðîäîëæåíèå). Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè îáùåãî ÷èñëà ïðåñòóïëåíèé
äâàæäû íàáëþäàëñÿ ðîñò ÷èñëà ïðåñòóïëåíèé, èç n = 5 ÷èñëî �óñïåõîâ� ðàâíî 2,
îíî áîëüøå êðèòè÷åñêîãî K = 0, ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû
îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î ñëó÷àéíîì õàðàêòåðå äèíàìèêè ÷èñëà óáèéñòâ.

Çàäà÷à 2. Ïî ôîðìàì óáèéñòâà íóæíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî íåò íè
ïðîãðåññèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà óáèéñòâ ñ 1826 ïî 1827 ãã., íè èõ óìåíüøåíèÿ.

Ñ 1826 ïî 1827 ãã. óìåíüøèëîñü ÷èñëî óáèéñòâ ïî òðåì ôîðìàì (ñàáëÿ, øïàãà,
ñòèëåò; óäàð íîãè, êóëàêà; íåèçâåñòíîå), óâåëè÷èëîñü ÷èñëî óáèéñòâ ïî øåñòè ôîðìàì,
÷èñëî óáèéñòâ ïðè ïîìîùè êàìíÿ îñòàëîñü íà òîì æå óðîâíå. Òàêèì îáðàçîì, èç 9
èñïûòàíèé èìååì òðè óñïåõà. Ñîãëàñíî òàáëèöå 5, ýòî ÷èñëî íå ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî,
ñîîòâåòñòâóþùåãî äåâÿòè èñïûòàíèÿì, ñëåäîâàòåëüíî íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãè-
ïîòåçó î ñëó÷àéíîñòè ïîâûøåíèÿ èëè ïîíèæåíèÿ ÷èñëà óáèéñòâ â ýòè ãîäû.

Çàäà÷à 3.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç äåñÿòè ïàöèåíòîâ âîñüìåðûì ëåêàðñòâî ïîìîãëî,
à äâîèì íåò. Ìîæíî ëè ãîâîðèòü îá ýôôåêòèâíîñòè ëåêàðñòâà?

Â òàáëèöå 5 äëÿ n = 10 êðèòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî 1, îíî ìåíüøå 2, ñëåäîâàòåëüíî,
íåò îñíîâàíèé îòâåðãíóòü ãèïîòåçó ñëó÷àéíîì ýôôåêòå ïðåïàðàòà.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü â ãðóïïå èç 18 ÷åëîâåê 4 ìàëü÷èêà. Íàñêîëüêî çíà÷èìî ïðåîá-
ëàäàíèå äåâî÷åê?

Ïî òàáëèöå 5 êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ n = 18 ðàâíî 5, îíî áîëüøå íàáëþäàåìîãî
çíà÷åíèÿ 4, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà î ðàâíîâåðîÿòíîì êîëè÷åñòâå ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê
îòâåðãàåòñÿ, è ìàëü÷èêîâ çíà÷èìî ìåíüøå äåâî÷åê.

2.9 Ïðîâåðêà íåçàâèñèìîñòè êàòåãîðèàëüíûõ ïðèçíàêîâ
íà îñíîâå êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò

2.9.1 Òàáëèöû ñîïðÿæåííîñòè
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ n íàáëþäåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ çíà÷åíèÿìè
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äâóõ êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ X è Y ñ ãðàäàöèÿìè x1, . . . , xr è y1, . . . , ys. Íàïðèìåð,
X � ýòî ñëó÷àéíûé îòâåò íà âîïðîñ "Ó ìåíÿ áûâàþò ïåðèîäû ïëà÷à è áëèçîñòè ê
ñëåçàì", äîïóñêàþùèé ÷åòûðå ãðàäàöèè x1 � "ñîâåðøåííî íå ñîãëàñåí", x2 � "ñêîðåå
íå ñîãëàñåí", x3 � "ñêîðåå ñîãëàñåí", x4 � "ñîâåðøåííî ñîãëàñåí". Ïðèçíàê Y óêàçûâàåò
íà ïîë: y1 � æåíñêèé, y2 � ìóæñêîé. Èç n = 36 ñòóäåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â àíêåòè-
ðîâàíèè, 14 ñòóäåíòîâ "ñîâåðøåííî íå ñîãëàñíû"ñ ïðåäëîæåíèåì "Ó ìåíÿ áûâàþò
ïåðèîäû ïëà÷à è áëèçîñòè ê ñëåçàì", èç íèõ 6 äåâóøåê è 8 þíîøåé, "ñêîðåå íå
ñîãëàñíû"ïÿòåðî (4 äåâóøêè è 1 þíîøà), ñåìü ÷åëîâåê "ñêîðåå ñîãëàñíû"(1 þíîøà
è 6 äåâóøåê) è 10 "ñîâåðøåííî ñîãëàñíû"(îäèí þíîøà è 9 äåâóøåê).

Ïðåäñòàâèì ýòè äàííûå â âèäå òàáëèöû ñîïðÿæåííîñòè, ãäå ñòðîêè îïðåäåëÿ-
þòñÿ ãðàäàöèÿìè ïðèçíàêà X, ñòîëáöû � ãðàäàöèÿìè ïðèçíàêà Y , à ýëåìåíòû òàáëèöû
ðàâíû êîëè÷åñòâó nij íàáëþäåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàäàöèÿìè: X = xi, Y = yj,
i = 1, 2, . . . , r, j = 1, 2, . . . , s. ×åðåç ni∗ è n∗j îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû:
ni∗ =

s∑
j=1

nij, n∗j =
r∑

i=1

nij.
r∑

i=1

s∑
j=1

nij = n.

X \ Y y1 y2 . . . ys ñóììà
x1 n11 n12 . . . n1s n1∗
x2 n21 n22 . . . n2s n2∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr nr1 nr2 . . . nrs nr∗

ñóììà n∗1 n∗2 . . . n∗s n

X \ Y y1 y2 ñóììà
x1 6 8 14
x2 4 1 5
x3 6 1 7
x4 9 1 10

ñóììà 25 11 36

Åñëè ïðèçíàêè X è Y íåçàâèñèìû, òîãäà äëÿ ëþáûõ i = 1, 2, . . . , r è j =
1, 2, . . . , s ñïðàâåäëèâî

pij = pi∗p∗j, (25)

ãäå pij = P (X = xi, Y = yj), pi∗ = P (X = xi), p∗j = P (Y = yj).
Ïðè âûáîðî÷íîì íàáëþäåíèè íàä ïðèçíàêàìè, êîãäà âåðîÿòíîñòè îöåíèâàþòñÿ

êàê îòíîøåíèÿ ÷àñòîò, ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü íàðóøåíî èç-çà òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî
íàáëþäåíèé îãðàíè÷åíî. Ïðè êîíå÷íîì êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé îöåíêàìè âåðîÿòíîñòåé
ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ

p̂ij =
nij

n
, p̂i∗ =

ni∗
n

, p̂∗j =
n∗j
n

, (26)

è êðàéíå ðåäêî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ðàâåíñòâà âèäà nij

n
= ni∗

n
· n∗j

n
, íàïðèìåð p̂11 = 6

36
6=

14
36
· 25

36
= p̂1∗p̂∗1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü, íå ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî íàðóøåíèå ñëó÷àéíûì, âû÷èñëÿþò
ñòàòèñòèêó � ôóíêöèþ îò âûáîðî÷íûõ íàáëþäåíè � â âèäå âçâåøåííîé ñóììû êâàä-
ðàòîâ îòêëîíåíèé íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò p̂ij =

nij

n
îò òîãî, ÷òî áû ïîëó÷èëîñü, åñëè áû

ïðèçíàêè áûëè íåçàâèñèìû, òî åñòü ïðîèçâåäåíèÿ p̂i∗ · p̂∗j:

χ2 =
r∑

i=1

s∑
j=1

cij

(nij

n
− ni∗

n
· n∗j

n

)2

.
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Êîýôôèöèåíòû cij âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììà êâàäðàòîâ ïîëó÷èëàñü
ñ ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå êîýôôè-
öèåíòîâ cij = n3

ni∗n∗j
, òîãäà ñòàòèñòèêà χ2 èìååò âèä:

χ2 = n

(
r∑

i=1

s∑
j=1

n2
ij

ni∗n∗j
− 1

)
. (27)

Äëÿ ïðèçíàêîâ X è Y ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè χ2 = 7.79. Âîçíèêàåò âîïðîñ:
íàñêîëüêî âåëèêî ðàñõîæäåíèå ìåæäó íàáëþäàåìûìè ÷àñòîòàìè è ÷àñòîòàìè, êîòîðûå
ïîëó÷èëèñü áû â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå íà îñíîâå òåîðåìû Ïèðñîíà ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ X è Y ñòàòèñòèêà χ2 èç (27) èìååò ðàñïðåäåëåíèå
õè-êâàäðàò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíûì n = (r − 1)(s − 1). Ýòà ñòàòèñòèêà
èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè
êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ X è Y .

Ïðèìåì óðîâåíü çíà÷èìîñòè α = 0.06. Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè ÕÈ2ÎÁÐ íàéäåì
çíà÷åíèÿ (ðèñ.16), îïðåäåëÿþùèå êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü [x0; +∞):

x0 = ÕÈ2ÎÁÐ(α; n) = ÕÈ2ÎÁÐ(0.06; 3) = 7.41.

Ïðè ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíîì 3, x0 = 7.41. Íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè
χ2
∗ = 7.79 > 7.41 ïîïàäàåò â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü [7.41; +∞), ïîýòîìó ãèïîòåçó î

íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ ñëåäóåò îòâåðãíóòü ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α = 0.06. Åñëè
âçÿòü α = 0.05, òî ïîëó÷àåì x0 = 7.81, è íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè χ2

∗ =
7.79 íå ïîïàäàåò â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü [7.81; +∞), õîòÿ è î÷åíü áëèçêî îêîëî íåå
íàõîäèòñÿ. Ïî óñòàíîâëåííîìó ïðàâèëó ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü ãèïîòåçó ñ óðîâíåì
çíà÷èìîñòè α = 0.05. Òî åñòü ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.06 ìû ãèïîòåçó îòâåðãàåì,

Ðèñ. 16: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ 3 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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ïðè α = 0.05 óæå íåò. ×òîáû ïðè íåêîòîðîì íàáëþäàåìîì çíà÷åíèè ñòàòèñòèêè
χ2
∗ ñðàçó âèäåòü âñå óðîâíè çíà÷èìîñòè, ïðè êîòîðûõ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ èëè íå

îòâåðãàåòñÿ, íóæíî âû÷èñëèòü P -çíà÷åíèå èëè

P = P (χ2 > χ2
∗) = ÕÈ2ÐÀÑÏ(χ2

∗; n) = P (χ2 > 7.79) = ÕÈ2ÐÀÑÏ(7.79; 3) = 0.0505.(28)

Â ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè χ2
∗ ïîïàäàåò â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, P -çíà÷åíèå

ìåíüøå çàðàíåå âûáðàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî óðîâíÿ çíà÷è-
ìîñòè α, áîëüøåãî P -çíà÷åíèÿ, íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ.

Âûâîä: äëÿ ëþáîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α > 0.0505 ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè
ïðèçíàêîâ îòâåðãàåòñÿ. Êàê ìû è ïîëó÷èëè, ïðè α = 0.05 ãèïîòåçà íå îòâåðãàåòñÿ, à
ïðè α = 0.06 îòâåðãàåòñÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷èå â îòâåòàõ ïî ïîëó îêàçûâàåòñÿ
çíà÷èìûì è íå ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ñëó÷àéíîñòüþ íàáëþäåíèé.

2.10 Ðåãðåññèîííûé àíàëèç
2.10.1 Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòà

êîððåëÿöèè
Ïóñòü èìååòñÿ n íàáëþäåíèé ïàðíîé âûáîðêè (x1, y1), . . . , (xn, yn) äâóõ ìåòðè÷åñ-

êèõ ïðèçíàêîâ X è Y .

Ðèñ. 17: Ëèíèÿ ðåãðåññèè, îïðåäåëÿþùàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó òåñòàìè íàãðóçî÷íîé
ïðîáû (ñ øåñòèìèíóòíîé õîäüáîé) ïðè ïîñòóïëåíèè â ñòàöèîíàð è ïðè âûïèñêå.

Íà ðèñ. 17 ïðåäñòàâëåíà äâóìåðíàÿ äèàãðàììà ïðèçíàêîâ X � ðåçóëüòàò òåñòà
øåñòèìèíóòíîé õîäüáû áîëüíûõ ñ ñåðäå÷íîé íåäîñòàòî÷íîñòüþ ïðè ïîñòóïëåíèè â
ñòàöèîíàð, Y � ðåçóëüòàò òîãî æå òåñòà ïðè âûïèñêå. Êàê âèäíî èç äèàãðàììû,
ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ: ÷åì áîëüøå áîëüíîé ïðîøåë ìåòðîâ ïðè ïîñòóïëåíèè,
òåì áîëüøå îí ïðîøåë èõ ïðè âûïèñêå.
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Ðèñ. 18: Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ìåæäó äåïðåññèåé è àëåêñèòèìèåé.

Íà ðèñ.18 ïðåäñòàâëåíà äâóìåðíàÿ äèàãðàììà äâóõ äðóãèõ ïðèçíàêîâ: X � òî-
ðîíòñêàÿ àëåêñèòèìè÷åñêàÿ øêàëà è Y � óðîâåíü äåïðåññèè ïî øêàëå Çóíãà â òîé
æå ãðóïïû áîëüíûõ ñ ñåðäå÷íîé íåäîñòàòî÷íîñòüþ. Ðàçíûå ýëëèïñû ñîîòâåòñòâóþò
îòäåëüíî æåíùèíàì è ìóæ÷èíàì. Âèçóàëüíî îöåíèâàåì, ÷òî ñòåïåíü çàâèñèìîñòè
ìåæäó ýòèìè ïðèçíàêàìè ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå òåñòîâ øåñòèìèíóòíîé õîäüáû ïðè
ïîñòóïëåíèè è ïðè âûïèñêå.

×èñëåííî óðîâåíü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè îöåíèâàåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

R =

n∑
i=1

xiyi − nx̄ȳ

√
n∑

i=1

x2
i − nx̄2

√
n∑

i=1

y2
i − nȳ2

(29)

èëè ïðè ïîìîùè âñòðîåííîé ôóíêöèè ÊÎÐÐÅË â ýëåêòðîííûõ òàáëèöàõ Excel.
Â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ýòîé ôóíêöèè íóæíî óêàçàòü ìàññèâû ÿ÷ååê, â êîòîðûõ
íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ X è Y . Íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà X íàõîäÿòñÿ â
ÿ÷åéêàõ îò A2 äî A101, ïðèçíàêà Y â ÿ÷åéêàõ îò B2 äî B101. Ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, èìååò âèä: ÊÎÐÐÅË(A2 : A101; B2 : B101). Çàìåòèì, ÷òî
êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â ýòèõ ìàññèâàõ äîëæíî ñîâïàäàòü, èíà÷å ôóíêöèÿ âûäàåò îøèáêó.

Åñëè ìåæäó ïðèçíàêàìè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ò.å. îäèí ïðèçíàê
ëèíåéíûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãîé: Y = kX + b, òîãäà êîýôôèöèåíò êîð-
ðåëÿöèè ðàâåí R = 1 ïðè ïîëîæèòåëüíîì k è R = −1 ïðè îòðèöàòåëüíîì k (ðèñ.19).
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Åñëè ïðèçíàêè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí R = 0.

Ðèñ. 19: Îòðèöàòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó âîçðàñòîì è ðåçóëüòàòîì òåñòà
øåñòèìèíóòíîé õîäüáû R = −0.29, p < 0.01.

Â ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó òåñòàìè øåñòèìèíóòíîé õîäüáû ïðè
ïîñòóïëåíèè â ñòàöèîíàð è ïðè âûïèñêå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí 0.76, â
ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó àëåêñèòèìè÷åñêîé øêàëîé è äåïðåññèåé
ïî Çóíãó êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí R = 0.36.

Íàñêîëüêî çíà÷èìî îòêëîíåíèå êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè îò íóëÿ ìîæíî âûÿñ-
íèòü ïðè ïîìîùè êðèòåðèÿ çíà÷èìîñòè êîððåëÿöèè Ñòüþäåíòà. Ïðè íåçàâèñèìîñòè
ïðèçíàêîâ X è Y ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ âèäà:

T = T (R, n) =
R√

1−R2

√
n− 2 (30)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

T (0.74; 255) = 17.5, P = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏ(17.5; 253; 2) = 2 · 10−45,

T (0.36; 255) = 6.16, P = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏ(17.5; 253; 2) = 3 · 10−9.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ P -çíà÷åíèå ìåíüøå 10−8, îòñþäà ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1,
ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ìåæäó óêàçàííûìè ïàðàìè ïðèçíàêîâ èìååòñÿ êàêàÿ-
òî âçàèìîñâÿçü.
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2.10.2 ×àñòíûå êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè
Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü âëèÿíèå íà íåêîòîðûé ïðèçíàê

(åãî íàçûâàþò ”çàâèñèìîé” ïåðåìåííîé) ðÿäà äðóãèõ ïðèçíàêîâ (èõ íàçûâàþò ”íå-
çàâèñèìûå” ïåðåìåííûå). Åñëè ýòî âëèÿíèå ñóùåñòâåííî, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ñïðîãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå ”çàâèñèìîé” ïåðåìåííîé ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ ”íå-
çàâèñèìûõ"ïåðåìåííûõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïóñòü èìåþòñÿ s
”íåçàâèñèìûõ” ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xs è ”çàâèñèìàÿ"ïåðåìåííàÿ Y = X0. Ìàòðèöà
íàáëþäåíèé èìååò âèä {xij}, i = 0, . . . , s, j = 1, . . . , n, ãäå xij � çíà÷åíèå i-ãî ïðèçíàêà
j-ãî èíäèâèäà, n � êîëè÷åñòâî èíäèâèäîâ.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Â êà÷åñòâå ”çàâèñèìîé” ïåðåìåííîé Y áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñðåäíþþ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü æèçíè, à â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ � íàöèîíàëüíîå áîãàòñòâî
X1 è îáúåì X2 ïðîäàâàåìîé âîäêè çà ãîä, ïðèõîäÿùèéñÿ íà îäíîãî ÷åëîâåêà (â áóòûëêàõ),
òàêèì îáðàçîì s = 2. Â êà÷åñòâå èíäèâèäîâ n = 7 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãîäû: 1970, 1975,
1980, 1985, 1990, 1995 è 1998.

j Ãîäû Ïðîäîëæ-òü Íàö.áîãàòñâî Âîäêà
æèçíè Y (ìëðä.äîë.) X1 (áóò.â ãîä) X2

1 1970 68.9 2372* 25.3
2 1975 68.1 2372* 28
3 1980 67.6 2489 30
4 1985 69.2 3379 23.5
5 1990 69.2 4130 18
6 1995 64.6 1171 38.4
7 1998 67 689 29.6

Íàïðèìåð, x15 = 4130 � ýòî îáúåì íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà â 1990 ãîäó. Çâåçäî÷êàìè
îòìå÷åíû àðòåôàêòû èëè íåïîëíûå íàáëþäåíèÿ. Ïîñêîëüêó äàííûå î íàöèîíàëüíîì áîãàòñòâå
â 1970 è 1975 ãîäàõ îòñóòñòâóþò, âìåñòî ïðî÷åðêîâ óêàçàíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàöèîíàëüíîãî
áîãàòñòâà.

Ðåãðåññèåé íàçûâàþò ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

E(Y |X1, . . . , Xs)

ïåðåìåííîé Y â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xs. Ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé
ðåãðåññèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå

Y = E(Y |X1, . . . , Xs) + ε,

ãäå ε � ñëó÷àéíàÿ íå ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
è äèñïåðñèåé σ2. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé óäîáíîé îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ àïïðîêñè-
ìàöèÿ ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè â âèäå

Y = β0 + β1X1 + . . . + βsXs + ε.
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Êîýôôèöèåíòû β0, β1, . . . , βs íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåãðåñ-
ñèè. Ýòè êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû ðåãðåññèîííîãî àíà-
ëèçà èç óñëîâèÿ ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåãî ëèíåéíîãî ïðåäñêàçàíèÿ

Ŷ (X1, . . . , Xs) = β0 + β1X1 + . . . + βsXs

â ñìûñëå ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íàáëþäåíèÿìè è ïðîãíîçîì, òî åñòü ÷àñòíûå
êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè èùóòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè âûðàæåíèÿ

n∑
j=1

(yj−β0−
β1x1j− . . .−βsxsj)

2. Ïðè s = 1 óðàâíåíèå îäíîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè èìååò âèä:
Y = β1X + β0, ãäå X = X1. Êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ èç îáû÷íûõ âûáîðî÷íûõ
õàðàêòåðèñòèê: ñðåäíèõ x̄ = 1

n

n∑
j=1

xj è ȳ = 1
n

n∑
j=1

yj, à òàêæå
n∑

j=1

xjyj è
n∑

j=1

x2
j :

β̂1 =

n∑
j=1

xjyj − nx̄ȳ

n∑
j=1

x2
j − nx̄2

, β̂0 = ȳ − β̂1x̄. (31)

Ðèñ. 20: Âëèÿíèå íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà íà ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè.
Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè R = 0.78, çíà÷èìîñòü p = 0.04.

ÏÐÈÌÅÐ 1 (ïðîäîëæåíèå). Ïîñòðîèì íàèëó÷øåå ïðåäñêàçàíèå ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëü-
íîñòè æèçíè Y ïî îáúåìó íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà X1. Èç (31) ïîëó÷àåì β̂1 = 0.00108, β̂0 =
65.25. Çíà÷èìîñòü îäíîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñîâïàäàåò ñî çíà÷èìîñòüþ p = 0.04
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êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè R = 0.78, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó ýòèìè ïðèçíàêàìè.

Íàèëó÷øåå ïðåäñêàçàíèå ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè ïî äâóì ïðèçíàêàì X1

(íàöèîíàëüíîå áîãàòñòâî) è X2 (ïðîäàæà âîäêè) èìååò âèä:

Y = 75.05− 0.00009X1 − 0.2557X2.

Çàìåòèì, ÷òî ïî óêàçàííîìó óðàâíåíèþ ðåãðåññèè âëèÿíèå íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà íà
ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè îòðèöàòåëüíî, õîòÿ êîãäà ìû ðàññìàòðèâàëè îòäåëüíóþ
ëèíèþ ðåãðåññèè, òî âëèÿíèå áûëî ïîëîæèòåëüíûì. Íàì ïðåäñòîèò îáúÿñíèòü ýòîò ïàðàäîêñ.

Ðèñ. 21: Âëèÿíèå ïðîäàæè âîäêè íà ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè. Êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè R = −0.93. Çíà÷èìîñòü ëèíåéíîé ðåãðåññèè p < 10−4.

2.10.3 ×àñòíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
Ðàçíîñòü ìåæäó ïðèçíàêîì è åãî ëèíåéíûì ïðåäñêàçàíèåì Y − Ŷ íàçûâàåòñÿ

îñòàòêîì. Âàæíûì ñâîéñòâîì îñòàòêà ÿâëÿåòñÿ åãî íå êîððåëèðîâàííîñòü íè ñ îäíîé
èç ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xs, âõîäÿùèõ â ïðåäèêòîð Ŷ (X1, . . . , Xs). Èëëþñòðàöèåé ýòîãî
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ äèàãðàììà îñòàòêà è îäíîé èç âû÷èòàåìûõ êîìïîíåíòû (ðèñ.22).

Ýòî ñâîéñòâî îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì. Îíî ïîçâîëÿåò íà îïðåäåëåííîì
ýòàïå óñòðàíÿòü âëèÿíèå òîé èëè èíîé ïåðåìåííîé. Ðàññìîòðèì íàèëó÷øèå ëèíåéíûå
ïðåäñêàçàíèÿ Ŷ (X2, . . . , Xs) è X̂1(X2, . . . , Xs) ïåðåìåííûõ Y è X1 ïî ïåðåìåííûì
X2, . . . , Xs. Îñòàòêè Y − Ŷ (X2, . . . , Xs) è X1− X̂1(X2, . . . , Xs) íå êîððåëèðîâàíû íè ñ
îäíîé èç ïåðåìåííûõ X2, . . . , Xs. Ýòî íîâûå ïåðåìåííûå, íî ïî ñóòè äåëà ýòî òå æå
ïåðåìåííûå Y è X1, òîëüêî èç íèõ óñòðàíåíî âëèÿíèå ïåðåìåííûõ X2, . . . , Xs.
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Ðèñ. 22: Íåêîððåëëèðîâàííîñòü îñòàòêà Y − (75.05 − 0.00009X1 − 0.2557X2) îò
ïåðåìåííîé X1.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρY x1 ìåæäó Y − Ŷ (X2, . . . , Xs) è X1 − X̂1(X2, . . . , Xs)
íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè.

Çíà÷èìîñòü ÷àñòíîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå êàê è â ñëó÷àå
îáû÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà âèäà:

T =
ρY x1√

1− ρ2
Y x1

√
n− s− 1, (32)

êîòîðàÿ â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ ãåíåðàëüíîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè èìååò
ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíûì n − s − 1. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ p-çíà÷åíèÿ ïðè ïîëó÷åííîì íàáëþäàåìîì çíà÷åíèè ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà
T∗ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ â ýëåêòðîííûõ òàáëèöàõ Excel âèäà: P = P (|T | >
T∗) = ÑÒÜÞÐÀÑÏ(|T∗|; n− s− 1; 2).

ÏÐÈÌÅÐ 1 (ïðîäîëæåíèå). Âû÷èñëèì ÷àñòíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρY x1 ìåæäó
ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè è íàöèîíàëüíûì áîãàòñòâîì ïðè óñëîâèè óñòðàíåíèÿ
âëèÿíèÿ ïðîäàæè âîäêè íà îáà ýòèõ ïðèçíàêà.

Ðàññìîòðèì ïðåäèêòîðû Ŷ (X2) è X̂1(X2) ïåðåìåííûõ Y è X1 ïî ïåðåìåííîé X2, ò.å.
ëèíåéíûå ïðåäñêàçàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè è íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà â çàâèñèìîñòè
îò ïðîäàæè âîäêè. Çàìåòèì, ÷òî íà îáà ýòèõ ïðèçíàêà ïðîäàæà âîäêè äåéñòâóåò îäèíàêîâî
îòðèöàòåëüíî:

Ŷ (X2) = 74.46− 0.242X2,

X̂1(X2) = 6429− 151.159X2.
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Ñîñòàâèì òàáëèöó, â êîòîðîé áóäåò îòðàæåíà äèíàìèêà ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè è íà-
öèîíàëüíîãî áîãàòñòâà ïðè óñëîâèè, åñëè áû ïðîäàæè âîäêè íå áûëè ñâÿçàíû ñ îáúåìàìè
íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà.

Ãîäà Óñë.ïðîäîëæ-òü æèçíè Óñë.íàö.áîãàòñâî (ìëðä.äîë.)
Y − Ŷ (X2) + 74.46 X1 − X̂1(X2) + 6429

1970 75 6196,3*
1975 74,9 6604,5*
1980 74,9 7023,8
1985 74,9 6931,2
1990 73,6 6850,9
1995 73,9 6975,5
1998 74,2 5163,3

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó Y − Ŷ (X2) + 74.46 è X1 − X̂1(X2) + 151.159 ðàâåí
−0.11 (α∗ = 0.4072). Çíà÷èìîñòü 0.4072 óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè è íàöèîíàëüíûì áîãàòñòâîì ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè
ïðîäàæ âîäêè îò óðîâíÿ íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè è íàöèîíàëüíûì áîãàòñòâîì ñâÿçè
íåò. Íî ïðè óìåíüøåíèè íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîäàæà âîäêè, ÷òî, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè. Òàê îáúÿñíÿåòñÿ íàáëþ-
äàåìàÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíàÿ êîððåëÿöèè ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè
è íàöèîíàëüíûì áîãàòñòâîì.

2.10.4 Çíà÷èìîñòü ïðîãíîçà
Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì âàðèàöèè ïåðåìåííîé Y ÿâëÿåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ îòêëî-

íåíèé îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ȳ âèäà:

SST =
n∑

j=1

(yj − ȳ)2.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïîêàçàíî, ÷òî SST ðàñêëàäûâàåòñÿ íà äâå ñóììû êâàä-
ðàòîâ: SST = SSR + SSE, ãäå

SSR =
n∑

j=1

(ŷj − ȳ)2

ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì âàðèàöèè, îáóñëîâëåííûì ðåãðåññèåé, à

SSE =
n∑

j=1

(yj − ŷj)
2

ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì âàðèàöèè, îáóñëîâëåííûì îøèáêîé. ×åðåç

ŷj = β0 + β1x1j + . . . + βsxsj
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îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ íàèëó÷øåãî ïðåäñêàçàíèÿ Ŷ (X1, . . . , Xs).
Êîýôôèöèåíòîì äåòåðìèíàöèè íàçûâàåòñÿ äîëÿ äèñïåðñèè, îáúÿñíÿåìàÿ ðå-

ãðåññèåé, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ

R2 =
SSR

SST

.

×åì áëèæå êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè ê åäèíèöå, òåì áëèæå òî÷êè íàáëþäåíèé ê
íàèëó÷øåìó ëèíåéíîìó ïðåäñêàçàíèþ, òåì çíà÷èìåå ïðîãíîç. Êîðåíü èç êîýôôèöè-
åíòà äåòåðìèíàöèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâåííûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè.
Îí ðàâåí êîýôôèöèåíòó êîððåëÿöèè ìåæäó ïåðåìåííîé Y è åå íàèëó÷øèì ïðåäñêà-
çàíèåì Ŷ (X1, . . . , Xs). Ïðè s = 1 ìíîæåñòâåííûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí
îáû÷íîìó êîýôôèöèåíòó êîððåëÿöèè.

Â êà÷åñòâå íåñìåùåííîé îöåíêè äèñïåðñèè σ2 ïåðåìåííîé Y èñïîëüçóþò âûðà-
æåíèå σ̂2 = SSE

n−s−1
. Çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè, ò.å. ãèïîòåçà ðàâåíñòâà

íóëþ R2 ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèêè Ôèøåðà âèäà:

F =
SSR/s

SSE/(n− s− 1)
,

êîòîðàÿ ïðè ñïðàâåäëèâîñòè H0 : R2 = 0 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ s è n− s− 1
ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü âåðîÿòíîñòè p = P{F > F∗} óêàçûâàåò
íà òî, íàñêîëüêî ìîæíî äîâåðÿòü ïðîãíîçó. Åñëè p < 0.05, òî ãèïîòåçà î ðàâåíñòâå
íóëþ R2 îòâåðãàåòñÿ , è ïðîãíîçó ìîæíî äîâåðÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé 0.95.

ÏÐÈÌÅÐ 1 (ïðîäîëæåíèå). Ïðîâåðèì çíà÷èìîñòü ìîäåëè, ò.å. ïðîâåðèì ãèïîòåçó î
ðàâåíñòâå íóëþ êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè. SST = 16.14, SSR = 14.11, SSE = 2.03, R2 =
14.11/16.14 = 0.874. Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Ôèøåðà ðàâíî

F =
14.11/2

2.03/(7− 2− 1)
= 13.88.

Â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå R2 = 0 ñòàòèñòèêà F èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ôèøåðà ñ 2 è 7 − 2 − 1 = 4 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Çíà÷èìîñòü ðàâíà p = P{F > 13.88} =
0.0159. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé 0.9841 ìîæíî äîâåðÿòü ïðîãíîçó ñðåäíåé
ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè ïî îáúåìó íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà è îáúåìó ïðîäàæ âîäêè íà
äóøó íàñåëåíèÿ.

2.11 Ðàíãîâàÿ êîððåëÿöèÿ Ñïèðìåíà
Äîâîëüíî ÷àñòî, îñîáåííî åñëè äàííûå íåîäíîðîäíû, îáû÷íûé êîýôôèöèåíò êîð-

ðåëÿöèè íå âïîëíå ÷åòêî îòðàæàåò ñòðóêòóðó âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè.
ÏÐÈÌÅÐ 2. Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ñìåðòíîñòüþ îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è

äðóãèõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé è îáúåìîì âàëîâîãî âíóòðåííåãî ïðîäóêòà (ÂÂÏ) â 1997 ãîäó
â 21 ñòðàíå ïî äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáëèöå 6. Ýòè ñòðàíû â ñèëó îïðåäåëåííûõ
èñòîðè÷åñêèõ ñîáûòèé â êîíöå äâàäöàòîãî âåêà äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: Ðîññèÿ, Áîëãàðèÿ,
Âåíãðèÿ, Ïîëüøà, Ðóìûíèÿ îáðàçóþò îäíó ãðóïïó, îñòàëüíûå ñòðàíû äðóãóþ.
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Âî âòîðîé ãðóïïå íàáëþäàåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó îáúåìîì ÂÂÏ è
ñìåðòíîñòüþ îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí R = −0.46, p =
0.07. Äâóìåðíàÿ äèàãðàììà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 23, ñâèäåòåëüñòâóåò î íå-
îäíîðîäíîñòè äàííûõ. Â òàêîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïðîäóáëèðîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå
âû÷èñëåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Íàèáîëåå äîñòóïíûì â ïëàíå ïîíèìàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ðàíãîâûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà, áóêâàëüíî îçíà÷àþ-
ùèé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ðàíãàìè.

Ðèñ. 23: Íàáëþäàåìàÿ îòðèöàòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó îáúåìîì âàëîâîãî
âíóòðåííåãî ïðîäóêòà è ñìåðòíîñòüþ îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âî âòîðîé ãðóïïå ñòðàí,
R = −0.46, P = 0.07.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàíãîì íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâûé íîìåð ýëåìåíòà â óïîðÿäî÷åí-
íîé âûáîðêå. Ïóñòü x′1, . . . , x

′
n è y′1, . . . , y

′
n � ðàíãè èíäèâèäîâ ïî ïðèçíàêàì X è Y ,

xi∗ = ki − li, ãäå ki � êîëè÷åñòâî èíäèâèäîâ, êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò xi, li� êîëè÷åñòâî
èíäèâèäîâ, êîòîðûå ïðåâîñõîäÿò xi. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì yi∗. Ôîðìàëüíî ýòè õàðàê-
òåðèñòèêè ââîäÿòñÿ êàê

xi∗ = 2

(
x′i −

n + 1

2

)
,

yi∗ = 2

(
y′i −

n + 1

2

)
.

Åñëè ïðèçíàêè âçàèìîñâÿçàíû � áîëüøåìó çíà÷åíèþ X ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå
çíà÷åíèå Y , ìåíüøåìó ìåíüøåå è òàê äàëåå, � òî xi∗ è yi∗ ñîâïàäàþò, è õàðàêòåðèñòèêà

Qxy =
n∑

i=1

xi∗yi∗
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ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå Q = Qxx = Qyy =
n∑

i=1

x2
i∗ =

n∑
i=1

y2
i∗. Åñëè

âçàèìîñâÿçü ïðèçíàêîâ îáðàòíàÿ � ìåíüøåìó çíà÷åíèþ X ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå
çíà÷åíèå ïðèçíàêà Y è òàê äàëåå, � òî xi∗ = −yi∗, è Qxy = −Q. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî ââåñòè õàðàêòåðèñòèêó

RS =
Qxy

Q
, (33)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà. Åñëè ìåæäó ïðèçíàêàìè
ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ çàâèñèìîñòü:

X
Y

(
1 2 . . . n− 1 n
1 2 . . . n− 1 n

)
,

òî êîýôôèåíò Ñïèðìåíà ðàâåí åäèíèöå RS = −1, åñëè îáðàòíàÿ:

X
Y

(
1 2 . . . n− 1 n
n n− 1 . . . 2 1

)
.

Ïîñêîëüêó n+1
2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, 2, . . . , n, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êîýôôèöåíò
êîððåëÿöèè ìåæäó ðàíãàìè.

Çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà Ñïèðìåíà, êàê è îáû÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè,
ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèêè

T =
RS

√
n− 2√

1−R2
S

, (34)

êîòîðàÿ ïðè íåêîððåëèðîâàííîñòè ðàíãîâ X ′ è Y ′ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ
n− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

ÏÐÈÌÅÐ 2. (ïðîäîëæåíèå) Ðàíãîâûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà ìåæäó îáú-
åìîì ÂÂÏ â 1997 ãîäó è ñìåðòíîñòüþ îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âî âòîðîé ãðóïïå ñòðàí ðàâåí
RS = 0.03, P = 0.91. Ïîñêîëüêó êîððåëÿöèÿ íå çíà÷èìà, òî íàáëþäàåìîå óìåíüøåíèå
ñìåðòíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà ÂÂÏ ÿâëÿåòñÿ íå ñèñòåìàòè÷åñêèì, à ñëó÷àéíûì çà
ñ÷åò îäíîé ñòðàíû (Ìåêñèêè).
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ñòðàíà ãðóïïà ñì-òü îò íåñ÷.ñë. ÂÂÏ97 åñò.ïð.97
Ðîññèÿ 1 187,4 24,2 -5,2
Àâñòðàë 2 39,4 76,4 6,7
Àâñòðèÿ 2 54,3 79,5 0,5
Áåëüãèÿ 2 56,3 79,8 1,2
Áîëãàðèÿ 1 66,8 17,9 -7
Àíãëèÿ 2 28,5 70,2 1,6
Âåíãðèÿ 1 102,4 33,5 -3,8
Ãåðìàíèÿ 2 41,2 76,6 -0,8
Äàíèÿ 2 55,9 83,2 1,5
Èòàëèÿ 2 40,8 72,8 -0,4
Êàíàäà 2 43,6 81,7 4,9
Ìåêñèêà 2 81,8 25,8 23,4
Íèäåð-äû 2 29,8 75,6 3,5
Íîðâåãèÿ 2 42,4 91,6 3,5
Ïîëüøà 1 77 24,7 0,9
Ðóìûíèÿ 1 80,8 23,7 -1,9
ÑØÀ 0 55,5 100 5,7
Ôèí-èÿ 2 79,1 68,5 1,8
Ôðàíöèÿ 2 64,5 73,3 3,3
Øâåöèÿ 2 40,3 71,6 -0,4
ßïîíèÿ 2 43,3 86,2 2,1

Òàáëèöà 6: Ýêîíîìèêî-äåìîãðàôè÷åñêèå äàííûå 1997ã.
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x 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

Òàáëèöà 7: Ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(x). Φ(−x) = 1− Φ(x).
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