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1. Параметрические критерии однородности для двух

выборок

1.1. Распределение Стьюдента

Пусть 𝜉, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 независимые нормально распределенные величины

𝒩 (0, 𝜎). Случайная величина вида

𝜁 =
𝜉√︃

1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖

=
𝜉

𝜂
, (1)

имеет распределение Стьюдента с 𝑛 степенями свободы.
Не умаляя общности, будем считать 𝜎 = 1. Тогда

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖 имеет распределение 𝜒2(𝑛) с плотностью

𝜅𝑛(𝑥) =
2−

𝑛
2

Γ(𝑛2 )
𝑥

𝑛
2 −1𝑒−

𝑥
2 . (2)

𝐹𝑎𝜉(𝑥) = 𝑃{𝑎𝜉 < 𝑥} = 𝑃
{︁
𝜉 <

𝑥

𝑎

}︁
= 𝐹𝜉

(︁𝑥
𝑎

)︁
,

𝐹√
𝜉(𝑥) = 𝑃

{︁√︀
𝜉 < 𝑥

}︁
= 𝑃{𝜉 < 𝑥2} = 𝐹𝜉(𝑥

2), =⇒

𝑓𝑎𝜉(𝑥) =
1

𝑎
𝑓𝜉

(︁𝑥
𝑎

)︁
, 𝑓√𝜉(𝑥) = 2𝑥𝑓𝜉(𝑥

2).

Для величины 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖 получаем плотность 𝑛𝜅𝑛(𝑛𝑥), а для величины 𝜂 =

√︃
1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖 плотность 2𝑛𝑥𝜅𝑛(𝑛𝑥
2) .

Совместное распределение 𝜉 и 𝜂 имеет вид:

2𝑛𝜂

2
𝑛
2 Γ(𝑛2 )

(︀
𝑛𝜂2
)︀𝑛

2 −1
𝑒−

𝑛𝜂2

2 · 1√
2𝜋

𝑒−
𝜉2

2 = 𝑐𝑛𝜂
𝑛−1𝑒−

𝜉2+𝑛𝜂2

2 ,

где 𝑐𝑛 =

√
2
(︀
𝑛
2

)︀𝑛
2

√
𝜋Γ(𝑛2 )

.

𝑃{𝜁 < 𝑥} = 𝑃

{︂
𝜉

𝜂
< 𝑥

}︂
= 𝑃{𝜉 < 𝑥𝜂} =

= 𝑐𝑛

∫ ∫
𝜂>0

𝜉<𝑥𝜂

𝜂𝑛−1𝑒−
𝜉2+𝑛𝜂2

2 𝑑𝜉𝑑𝜂 = 𝑐𝑛

𝑥∫
−∞

𝑑𝑢

∞∫
0

𝑣𝑛−1𝑒−
𝑢2𝑣2+𝑛𝑣2

2 𝑣𝑑𝑣,

используем замену 𝜉 = 𝑢𝑣, 𝜂 = 𝑣 с якобианом преобразования

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝜉

𝜕𝑢
𝜕𝜉
𝜕𝑣

𝜕𝜂
𝜕𝑢

𝜕𝜂
𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑣 𝑢

0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑣 .
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Рис. 1. Замена переменных 𝜉 = 𝑢𝑣, 𝜂 = 𝑣 (𝜂 > 0,𝜉 < 𝑥𝜂).

Далее заменим (𝑢2+𝑛)𝑣2

2 = 𝑡, 𝑣 =
√
2𝑡√

𝑢2+𝑛
, 𝑣𝑑𝑣 = 𝑑𝑡

𝑢2+𝑛 .

𝑃{𝜁 < 𝑥} = 𝑐𝑛

𝑥∫
−∞

𝑑𝑢

∞∫
0

(︃ √
2𝑡√

𝑢2 + 𝑛

)︃𝑛−1

𝑒−𝑡 𝑑𝑡

𝑢2 + 𝑛
=

= 𝑐𝑛2
𝑛−1
2

𝑥∫
−∞

𝑑𝑢

(𝑢2 + 𝑛)
𝑛+1
2

Γ

(︂
𝑛+ 1

2

)︂
=

=

√
2
(︀
𝑛
2

)︀𝑛
2

√
𝜋Γ(𝑛2 )

2
𝑛−1
2

𝑥∫
−∞

𝑑𝑢

(𝑢2 + 𝑛)
𝑛+1
2

Γ

(︂
𝑛+ 1

2

)︂
Отсюда плотность распределения имеет вид 𝑓𝜁(𝑥, 𝑛) =

=
𝑛

𝑛
2
+ 1

2

√
𝜋𝑛

Γ
(︀
𝑛+1
2

)︀
Γ(𝑛

2
)

1

(𝑥2 + 𝑛)
𝑛+1
2

=
1√
𝜋𝑛

Γ
(︀
𝑛+1
2

)︀
Γ(𝑛

2
)

(︂
𝑥2

𝑛
+ 1

)︂−𝑛+1
2

.

1.2. Асимптотическое свойство

распределения Стьюдента

Плотность распределения Стьюдента

𝑓𝜁(𝑥, 𝑛) =
1√
𝜋𝑛

Γ
(︀
𝑛+1
2

)︀
Γ(𝑛2 )

(︂
𝑥2

𝑛
+ 1

)︂−𝑛+1
2

. (3)

можно записать в виде

𝑓𝜁(𝑥, 𝑛) =
Γ
(︀
𝑛+1
2

)︀√︀
𝑛
2Γ(

𝑛
2 )

1√
2𝜋

(︂
𝑥2

𝑛
+ 1

)︂−𝑛+1
2

.

Воспользуемся формулой Стирлинга

ln Γ(𝜆) =

(︂
𝜆− 1

2

)︂
ln𝜆− 𝜆+

1

2
ln(2𝜋) +

1

12𝜆
+𝑂

(︂
1

𝜆3

)︂
.
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При 𝑝 = 𝑛
2 −→ ∞ имеют место выражения

ln Γ

(︂
𝑝+

1

2

)︂
− 1

2
ln 𝑝− ln Γ(𝑝) ≈

≈
(︂
𝑝+

1

2
− 1

2

)︂
ln

(︂
𝑝+

1

2

)︂
− 𝑝− 1

2
−

−1

2
ln 𝑝−

(︂
𝑝− 1

2

)︂
ln 𝑝+ 𝑝 =

= 𝑝 ln

(︂
𝑝+

1

2

)︂
− 1

2
− 𝑝 ln 𝑝 = 𝑝 ln

(︂
1 +

1

2𝑝

)︂
− 1

2
≈ 0 .

При любом фиксированном 𝑥 имеем

−𝑛+ 1

2
ln

(︂
1 +

𝑥2

𝑛

)︂
−→
𝑛−→∞ −𝑥2

2
,

откуда

𝑓𝜁(𝑥, 𝑛)
−→
𝑛−→∞

1√
2𝜋

𝑒−
𝑥2

2 .

1.3. Распределение Фишера

Распределенная по Фишеру случайная величина имеет вид

𝜁 =

1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖

1
𝑚

𝑚∑︀
𝑗=1

𝜂2𝑗

=
𝑚

𝑛
𝜁0 , (4)

где 𝜉𝑖, 𝜂𝑗 независимы, одинаково распределены 𝒩 (0, 𝜎) . Не умаляя общности,

будем считать 𝜎2 = 1. Тогда 𝜉 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜉2𝑖 и 𝜂 =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝜂2𝑗 имеют распределение (2) хи-квадрат.

𝑃{𝜁0 < 𝑥} = 𝑃

{︂
𝜉

𝜂
< 𝑥

}︂
= 𝑃{𝜉 < 𝑥𝜂} .

Совместное распределение величин 𝜉 и 𝜂 имеет вид

𝜅𝑛(𝜉)𝜅𝑚(𝜂) =
2−

𝑛
2

Γ(𝑛2 )
𝜉

𝑛
2 −1𝑒−

𝜉
2
2−

𝑚
2

Γ(𝑚2 )
𝜂

𝑚
2 −1𝑒−

𝜂
2 =

= 𝑎𝑛𝑚𝜉
𝑛
2 −1𝜂

𝑚
2 −1𝑒−

𝜉+𝜂
2 ,

где 𝑎𝑛𝑚 =
2−

𝑚+𝑛
2

Γ(𝑛2 )Γ(
𝑚
2 )

.
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Рис. 2. Замена переменных 𝜉 = 𝑢𝑣, 𝜂 = 𝑣.

𝑃{𝜁0 < 𝑥} = 𝑎𝑛𝑚

∫ ∫
𝜂>0

0<𝜉<𝑥𝜂

𝜉
𝑛
2 −1𝜂

𝑚
2 −1𝑒−

𝜉+𝜂
2 𝑑𝜉𝑑𝜂 . (5)

Используем замену 𝜉 = 𝑢𝑣, 𝜂 = 𝑣 с якобианом преобразования

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝜉

𝜕𝑢
𝜕𝜉
𝜕𝑣

𝜕𝜂
𝜕𝑢

𝜕𝜂
𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑣 𝑢

0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑣 .

Область интегрирования из 𝜂 > 0, 0 < 𝜉 < 𝑥𝜂 перейдет в область 𝑣 > 0, 0 < 𝑢 < 𝑥 (рис.2). Следова

тельно,

𝑃{𝜁0 < 𝑥} = 𝑎𝑛𝑚

𝑥∫
0

𝑢
𝑛
2 −1𝑑𝑢

∞∫
0

𝑣
𝑛+𝑚

2 −2𝑒−
𝑢𝑣+𝑣

2 𝑣𝑑𝑣 =

= 𝑎𝑛𝑚

𝑥∫
0

𝑢
𝑛
2 −1𝑑𝑢

∞∫
0

𝑣
𝑛+𝑚

2 −1𝑒−
(𝑢+1)𝑣

2 𝑑𝑣 .

Заменим переменные 𝑡 = 𝑢+1
2 𝑣, 𝑣 = 2

𝑢+1 , 𝑑𝑣 = 2
𝑢+1𝑑𝑡.

𝑎𝑛𝑚

𝑥∫
0

𝑢
𝑛
2 −1𝑑𝑢

∞∫
0

𝑡
𝑛+𝑚

2 −1

(︂
2

𝑢+ 1

)︂𝑛+𝑚
2 −1

2

𝑢+ 1
𝑒−𝑡𝑑𝑡 =

=
2−

𝑚+𝑛
2

Γ(𝑛2 )Γ(
𝑚
2 )

𝑥∫
0

𝑢
𝑛
2 −1

(︂
2

𝑢+ 1

)︂𝑛+𝑚
2

𝑑𝑢Γ

(︂
𝑛+𝑚

2

)︂
=

=
Γ
(︀
𝑛+𝑚

2

)︀
Γ(𝑛2 )Γ(

𝑚
2 )

𝑥∫
0

𝑢
𝑛
2 −1

(𝑢+ 1)
𝑛+𝑚

2

𝑑𝑢 .

Таким образом, используя 𝐶𝑛𝑚 =
Γ(𝑛+𝑚

2 )
Γ(𝑛

2 )Γ(𝑚
2 ) , получаем

𝑓0(𝑥) = 𝐶𝑛𝑚
𝑥

𝑛
2 −1

(𝑥+ 1)
𝑛+𝑚

2

,

𝑓(𝑥) =
𝑛

𝑚
𝑓0

(︁ 𝑛

𝑚
𝑥
)︁
=

𝑛

𝑚
𝐶𝑛𝑚

(︀
𝑛
𝑚𝑥
)︀𝑛

2 −1(︀
𝑛
𝑚𝑥+ 1

)︀𝑛+𝑚
2

.
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1.4. Совместное распределение �̄� и 𝑚2

Лемма 1. (Фишера) Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — независимые и нормально рас

пределенные 𝒩 (0, 𝜎) компоненты вектора 𝑋. В результате ортогональ

ного преобразования 𝑌 = 𝐶𝑋 имеем также независимые и нормально

распределенные 𝒩 (0, 𝜎) компоненты 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛. Тогда квадратичная фор

ма

𝑄(𝑋) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥2𝑖 − 𝑦21 − . . .− 𝑦2𝑝

независима от 𝑦1, . . . , 𝑦𝑝 и имеет плотность 1
𝜎2𝜅𝑛−𝑝

(︀
𝑥
𝜎2

)︀
, где 𝜅𝑛(𝑥) —

плотность распределения хи-квадрат с 𝑛 степенями свободы (2).

Теорема 1. Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∼ N(𝜇, 𝜎), �̄� и 𝑚2 – выборочные среднее и

второй центральный момент. Тогда

1. �̄� и 𝑚2 независимы;

2. �̄� ∼ N(𝜇; 𝜎√
𝑛
);

3. статистика 𝑛𝑚2

𝜎2 ∼ 𝜒2(n− 1) имеет распределение хи-квадрат с

(𝑛− 1) степенью свободы.

Без ограничения общности будем считать 𝜇 = 0.

𝑛𝑚2 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥2𝑖 − 𝑛�̄�2.

Выражение 𝑛�̄�2 =
(︁

𝑥1√
𝑛
+ . . .+ 𝑥𝑛√

𝑛

)︁2
есть квадрат линейной формы 𝑐1𝑥1 +

. . . + 𝑐𝑛𝑥𝑛, для которой 𝑐21 + . . . + 𝑐2𝑛 = 1. Поэтому применим лемму 1,

положив 𝑝 = 1 и 𝑦1 =
√
𝑛�̄�.
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1.5. Статистики Стьюдента и Фишера

Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — выборка из нормальной совокупности со средним

𝜇 и дисперсией 𝜎2. Тогда отношение

𝜏 =
�̄�− 𝜇
√
𝑚2

√
𝑛− 1 (6)

имеет распределение Стьюдента с 𝑛− 1 степенью свободы.

Действительно, в (1) полагая 𝜉1 =
�̄�−𝜇
𝜎/

√
𝑛

и
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜉2𝑖 =
𝑛𝑚2

𝜎2 , получим

𝜏 =
𝜉1√︃

1
𝑛−1

𝑛∑︀
𝑘=2

𝜉2𝑘

=
�̄�− 𝜇

𝜎√
𝑛

√︁
1

𝑛−1
𝑛𝑚2

𝜎2

=
�̄�− 𝜇
√
𝑚2

√
𝑛− 1.

Так как 𝑚2 =
𝑛−1
𝑛 𝑆2,

√
𝑚2 =

√
𝑛−1√
𝑛
𝑆,

𝜏 =
�̄�− 𝜇

𝑆

√
𝑛 ∼ T(n− 1). (7)

Статистика Фишера для проверки гипотезы о равенстве дисперсий

строится с учетом структуры распределения Фишера (4) как функция от

двух независимых нормально распределенных выборок: 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∼ 𝒩 (𝜇1;𝜎)

и 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 ∼ 𝒩 (𝜇2;𝜎)

𝐹 =
𝑆2
𝑥

𝑆2
𝑦

∼ F(n;m), (8)

где 𝑆2
𝑥 и 𝑆2

𝑦 – несмещенные оценки их дисперсий соответствующих выборок.

Действительно, так как (𝑛− 1)𝑆2/𝜎2 ∼ 𝜒2(n− 1), то в соответствии с (4)

𝐹 =
1

𝑛−1(𝑛− 1)𝑆2
𝑥/𝜎

2

1
𝑚−1(𝑚− 1)𝑆2

𝑦/𝜎
2
=

𝑆2
𝑥

𝑆2
𝑦

∼ F(n;m).
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1.6. Критерий Стьюдента для зависимых выборок

Часто встречаются данные, в которых за одними и теми же индивида

ми наблюдают в разные моменты времени, например, у 𝑛 = 67 больных с

воспалением легких логарифм показателя скорости оседания эритроцитов

(СОЭ) в начале заболевания в среднем равен 3.82 со стандартным отклоне

нием 0.13, а при выписке из стационара 3.28 со стандартным отклонением

0.19. Требуется выяснить, можно ли считать уменьшение СОЭ значимым,

или это уменьшение можно объснить случайностью.

Итак, имеется парная выборка (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, зависимых на

блюдений объема 𝑛 над случайными величинами 𝜉1 и 𝜉2 с нормальным

распределением 𝒩 (𝜇1, 𝜎1) и 𝒩 (𝜇2, 𝜎2), относительно которых нет предпо

ложения о независимости — скорее всего, чем меньше был уровень СОЭ в

начале заболевания, тем меньше он при выздоровлении. Рассмотрим раз

ность 𝜂 = 𝜉1 − 𝜉2 и соответствующую выборку 𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 с выборочным

средним 𝑧 и несмещенной оценкой дисперсии 𝑆2
𝑧 . Если справедлива нулевая

гипотеза 𝐻0 : 𝜇1 = 𝜇2, то для случайной выборки 𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 должна быт

справедлива гипотеза о равенстве нулю ее математического ожидания.

𝑡 =
𝑧

𝑆𝑧

√
𝑛 ∼ T(𝑛− 1) при справедливости 𝐻0 : 𝜇1 = 𝜇2 .

. Например, 𝑧 = 0.54, 𝑆 = 0.19, 𝑡 = 𝑧−0
𝑆

√
𝑛 = 0.54

0.19

√
66 = 23.45 = 𝑡*,

двусторонний доверительный уровень вероятности равен

𝑝 = 𝑃{|𝑡| > |𝑡*|} = СТЮДРАСП(23.45; 66; 2) = 10−33 < 0.05,

поэтому гипотеза 𝐻0 : 𝜇1 = 𝜇2 отвергается,1 и уменьшение уровня СОЭ в

процессе выздоровления нельзя объяснить случайностью.
1 Значимость критерия в 𝑅 считается как 𝑝 = 2 * (1 − 𝑝𝑡(𝑡*, 𝑛 − 1)) или используется общая

функция 𝑡.𝑡𝑒𝑠𝑡 с опцией 𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒𝑑 = 𝑇𝑅𝑈𝐸.
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1.7. Распределение разности выборочных средних

Пусть имеется две независимые выборки 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛1
и 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛2

, о

которых известно, что они имеют нормальное распределение со средними

𝜇1 и 𝜇2 и одинаковой дисперсией 𝜎2. Выборочные средние обозначим через

�̄� и 𝑦, а несмещенные оценки дисперсии через 𝑆2
1 и 𝑆2

2 . Тогда статистика

𝑇 =
(�̄�− 𝑦 − (𝜇1 − 𝜇2))

√
𝑛1 + 𝑛2 − 2√︁

1
𝑛1

+ 1
𝑛2

√︀
(𝑛1 − 1)𝑆2

1 + (𝑛2 − 1)𝑆2
2

∼ T(𝑛1 + 𝑛2 − 2) (9)

имеет распределение Стьюдента с числом степеней свободы 𝑛1 + 𝑛2 − 2.

Во-первых, из независимости выборок выборочные средние �̄� и 𝑦 так

же независимы, а по теореме Фишера (т.1) нормально распределены соот-

ветственно с параметрами 𝒩 (𝜇1, 𝜎/
√
𝑛1) и 𝒩 (𝜇2, 𝜎/

√
𝑛2). Следовательно,

их разность имеет нормальное распределение с параметрами

�̄�− 𝑦 ∼ 𝒩
(︂
𝜇1 − 𝜇2, 𝜎

√︂
1

𝑛1
+

1

𝑛2

)︂
,

откуда получаем

𝜉 =
�̄�− 𝑦 − (𝜇1 − 𝜇2)

𝜎
√︁

1
𝑛1

+ 1
𝑛2

∼ 𝒩 (0; 1). (10)

С другой стороны, также по теореме 1

(𝑛1 − 1)𝑆2
1/𝜎

2 ∼ 𝜒2(n1 − 1),

(𝑛2 − 1)𝑆2
2/𝜎

2 ∼ 𝜒2(n2 − 1).

Из аддитивности распределения 𝜒2 их сумма вида

𝜂 =
(𝑛1 − 1)𝑆2

1 + (𝑛2 − 1)𝑆2
2

𝜎2
∼ 𝜒2(n1 + n2 − 2) (11)

имеет распределение хи-квадрат с числом степеней свободы, равным сумме

степеней свободы слагаемых. Рассмотрим случайную величину вида

𝑇 =
𝜉√︁
1

𝑛1+𝑛2−2𝜂
,
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которая, согласно структуре (1), имеет распределение Стьюдента с числом

степеней свободы, равным 𝑛1 + 𝑛2 − 2. Подставив соответствующие 𝜉 из

(10) и 𝜂 из (11), получим вид статистики из (9).

При известных дисперсий 𝜎2
1 и 𝜎2

2 (возможно неодинаковых), учиты-

вая нормальность средних

�̄� ∼ 𝒩 (𝜇1, 𝜎1/
√
𝑛1), 𝑦 ∼ 𝒩 (𝜇2, 𝜎2/

√
𝑛2),

вычисляем дисперсию разности

D(�̄�− 𝑦) =
𝜎2
1

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2
,

откуда получаем

𝑍 =
�̄�− 𝑦 − (𝜇1 − 𝜇2)√︁

𝜎2
1

𝑛1
+ 𝜎2

2

𝑛2

∼ 𝒩 (0; 1). (12)

В случае неизвестных неодинаковых дисперсий 𝜎2
1 ̸= 𝜎2

2 статистика 𝑇

имеет приближенно распределение Стьюдента с нецелым числом степеней

свободы.

𝑇 =
�̄�− 𝑦√︁
𝑆2
1

𝑛1
+ 𝑆2

2

𝑛2

∼ T(𝑘), где 𝑘 =
(𝑆2

1/𝑛1 + 𝑆2
2/𝑛2)

2

(𝑆2
1/𝑛1)2

𝑛1−1 + (𝑆2
2/𝑛2)2

𝑛2−1

. (13)


