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1 Êëàñòåðíûé àíàëèç
1.1 Èíôîðìàöèÿ è ñïîñîáû åå èçìåðåíèÿ

Âñåì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîì æèâîì ñóùåñòâå ïðîèñõîäèò ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè. Îðãàíû ÷óâñòâ
ñîáèðàþò èíôîðìàöèþ î âíåøíåì ìèðå, íåðâíàÿ ñèñòåìà ïåðåäàåò åå â ìîçã, êîòîðûé åå ïåðåðàáàòûâàåò
è ðàññûëàåò ïðèêàçû íà îñíîâå ïîñòóïèâøåé èíôîðìàöèè ïî íåðâíûì âîëîêíàì â îðãàíû è ìûøöû.

Àíàëîãè÷íî ïåðåäàåòñÿ èíôîðìàöèÿ â ëþáîì äåéñòâóþùåì ó÷ðåæäåíèè: ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ â âèäå äîêëàäíûõ çàïèñîê, ðàñïîðÿæåíèé, çàïðîñîâ è ò.ä.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà ïî çàäàííîé ïðîãðàììå, ò.å. íà îñíîâå çàäàííîé èíôîðìàöèè, ñ îãðîìíîé
ñêîðîñòüþ ïåðåðàáàòûâàåò áîëüøèå êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè.

Ïåðå÷åíü ïðèìåðîâ ìîæíî áûëî áû ïðîäîëæèòü, íî ÿñíî îäíî, ÷òî óðîâåíü äîñòèæåíèÿ â áîëüøåé
ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòèâíîñòüþ ðàáîòû ñ èíôîðìàöèåé, ò.å. òåì, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ è ñ êàêîé
íàäåæíîñòüþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à, õðàíåíèå (çàùèòà) è ïåðåðàáîòêà èíôîðìàöèè.

Âîïðîñû ïåðåäà÷è è õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè òåñíî ñâÿçàíû ñî ñïîñîáîì èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèè è åå
êîäèðîâàíèåì. Âîïðîñû ïåðåðàáîòêè èíôîðìàöèè îïèðàþòñÿ íà ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû.

Èçìåðÿòü èíôîðìàöèþ, ïîäîáíî ðàññòîÿíèþ, ìàññå, êîëè÷åñòâó òåïëîòû è ò.ä., ñòàëè îòíîñèòåëüíî
íåäàâíî. Ïîÿñíèì ñïîñîá èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèè íà îñíîâå èãðû "Áàð-Êîõáà". Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ èãðû
äîëæåí îòãàäàòü, ÷òî çàäóìàë äðóãîé, çàäàâàÿ åìó âîïðîñû, äîïóñêàþùèå òîëüêî äâà îòâåòà: "äà"èëè
"íåò". Îáû÷íî çàäóìûâàþò êàêèå-ëèáî ïðåäìåòû èëè ñòðîêè ñòèõîòâîðåíèé. Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè,
íåîáõîäèìîå äëÿ îòãàäûâàíèÿ, ìîæíî èçìåðèòü êîëè÷åñòâîì âîïðîñîâ, êîòîðûå òðåáóåòñÿ çàäàòü ïðè
íàèáîëåå ðàöèîíàëüíîé òàêòèêå äîçíàíèÿ.

Çàïèøåì ïîëó÷åííûå îòâåòû, çàìåíèâ åäèíèöàìè ïîëîæèòåëüíûå îòâåòû è íóëÿìè îòðèöàòåëüíûå.
Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö 001100011010..., çàìåíÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòâåòîâ.
Ïðîöåññ çàìåíû îòâåòîâ íóëÿìè è åäèíèöàìè íàçûâàåòñÿ êîäèðîâàíèåì, à ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �
êîäîâûì ñëîâîì.

Äëèíà êîäîâîãî ñëîâà ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè.
Îòâåò íà ëþáîé âîïðîñ, äîïóñêàþùèé äâà ðàâíî âåðîÿòíûõ îòâåòà "äà"èëè "íåò", ñîäåðæèò îäíó

åäèíèöó èíôîðìàöèè, êîòîðóþ íàçûâàþò "áèò".
Èíûìè ñëîâàìè, êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, êîòîðîå ìîæíî ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ çàêîäèðîâàòü

íóëåì èëè åäèíèöåé, áóäåì ñ÷èòàòü åäèíèöåé èíôîðìàöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè èçìåðåíèè êîëè÷åñòâà
èíôîðìàöèè ìû ñîçíàòåëüíî îñòàâëÿåì áåç âíèìàíèÿ ñîäåðæàíèå èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, îòâåòû íà
âîïðîñû: "Ëþáèòå ëè âû ñûð ðîêôîð?"è "Óñïåëè ëè âû ñåãîäíÿ âûñïàòüñÿ?"ñîäåðæàò ïî îäíîé åäèíèöå
èíôîðìàöèè.

Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè H, íåîáõîäèìîå äëÿ âûÿâëåíèÿ îáúåêòà, î êîòîðîì òîëüêî èçâåñòíî, ÷òî
îí ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó èç N îáúåêòîâ, âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Õàðòëè: H = log2N .
Íàïðèìåð, ìíå èçâåñòíî, ÷òî ó îäíîãî èç 16 ñòóäåíòîâ ñåãîäíÿ äåíü ðîæäåíèÿ. Ýòó íåîïðåäåëåííîñòü
ÿ ìîãó óñòðàíèòü, çàäàâ íåìíîãîñëîâíîìó ñòàðîñòå íåñêîëüêî âîïðîñîâ, íà êîòîðûå îí ìîæåò îòâå÷àòü
òîëüêî êèâàÿ ãîëîâîé â çíàê îòâåòîâ "äà"èëè "íåò". Ñêîëüêî âîïðîñîâ ìíå íóæíî çàäàòü? � Îòâåò: 4 =
log216. Äëÿ ýòîãî ëó÷øå âñåãî ðàçäåëèòü ãðóïïó íà äâå ÷àñòè ïî âîñåìü ÷åëîâåê è çàäàòü âîïðîñ: "Â
ïåðâîé ïîëîâèíå èìåíèííèê?". Âîñüìåðêó ñ èìåíèííèêîì ñëåäóåò îïÿòü ðàçäåëèòü ïîïîëàì è çàäàòü
àíàëîãè÷íûé âîïðîñ, è ò.ä. ×åòâåðòûé âîïðîñ óñòðàíèò íåîïðåäåëåííîñòü ïîëíîñòüþ.

Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ýòè âîïðîñû ìîæíî çàäàòü âñå ñðàçó. Äëÿ ýòîãî íóæíî óìåòü êîäèðîâàòü ïðè
ïîìîùè äâîè÷íîãî êîäà.

Êîäîâîå ñëîâî (a0, a1, . . . , ak), ãäå ai = 0 èëè 1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n = a0 · 20 + a1 · 21 + a2 · 22 + . . . + ak · 2k.
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Íàïðèìåð, êîäîâîå ñëîâî (0001) ñîîòâåòñòâóåò íàòóðàëüíîìó ÷èñëó 8 = 0·20+0·21+0·22+1·23. È íàîáîðîò,
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ìîæíî ïîëó÷èòü åãî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå: k ÿâëÿåòñÿ öåëîé ÷àñòüþ
ëîãàðèôìà log2n, ò.å. k = blog2nc. Çàòåì ÷èñëî n ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñòåïåíåé äâîéêè, íàïðèìåð, äëÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 21 èìååì k = blog221nc = 4 è 21 = 16 + 5 = 16 + (4 + 1) = 24 + 22 + 20. Îòñþäà
a4 = 1, a3 = 0, a2 = 1, a1 = 0, a0 = 1 è êîäîâîå ñëîâî èìååò âèä (10101).

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å îòãàäûâàíèÿ èìåíèííèêà. Çàêîäèðóåì íîìåðà â ñïèñêå ñòóäåíòîâ â äâîè÷íîé ñèñòåìå.
Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü 16-é íîìåð íóëåâûì.

a3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
a2 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
a1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
a0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
n 16 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

×åòûðå âîïðîñà, êîòîðûå ìîæíî çàäàâàòü âñå ñðàçó, çâó÷àò òàê: "Âåðíî, ÷òî ïåðâàÿ, âòîðàÿ, òðåòüÿ è
÷åòâåðòàÿ öèôðà â çàêîäèðîâàííîì íîìåðå ñòóäåíòà â ñïèñêå ãðóïïû ðàâíà íóëþ?"Íàïðèìåð, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü îòâåòîâ "äà", "íåò", "äà","äà", ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîäîâîìó ñëîâó (1011), óêàæåò íà íîìåð
1 · 20 + 0 · 21 + 1 · 22 + 1 · 23 = 1 + 4 + 8 = 13.

Â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî N ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, êîëè÷åñòâî èíôîð-
ìàöèè, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå Õàðòëè, íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Íàïðèìåð, log212 = 3.58. Ýòî ÷èñëî
ðàâíî ñðåäíåìó ÷èñëó çàäàâàåìûõ âîïðîñîâ ïðè ìíîãîêðàòíîì îòãàäûâàíèè.

Åñëè â ìíîæåñòâå ýëåìåíòû íå ðàâíîâåðîÿòíû, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ
îòãàäûâàíèÿ ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà, èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Øåííîíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ξ :
(

x1 . . . xn

p1 . . . pn

)

ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, à ÷åðåç x1, . . . , xn âîçìîæíûå èñõîäû ýòîãî ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ
ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pn,

n∑
k=1

pk = 1. Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè H(ξ), êîòîðóþ íóæíî ïîëó÷èòü, ÷òîáû
óçíàòü, êàêîé èñõîä ýêñïåðèìåíòà îñóùåñòâëåí, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Øåííîíà:

H(ξ) =
n∑

k=1

pk log2

1
pk

.

Íàïðèìåð, èç ïåðåìåøàííîé êîëîäû 36 êàðò âûíèìàåòñÿ îäíà êàðòà. Çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà
ξ1 ÿâëÿþòñÿ âñå 36 êàðò, âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîé ðàâíà 1/36:

ξ1 :
(

x1 . . . x36
1
36 . . . 1

36

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà Øåííîíà ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Õàðòëè è

H(ξ1) =
36∑

k=1

1
36

log2 36 = 5.17.

Ïóñòü ξ2 � íåêèé ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî èç òàêîé æå êîëîäû êàðò âûíèìàåòñÿ
èëè íåò òóç: ξ2 :

(
'íå òóç' 'òóç'

32
36

4
36

)

H(ξ2) =
32
36

log2

36
32

+
4
36

log2

36
4

= 0.352 + 0.151 = 0.503.

Íåîáõîäèìàÿ äëÿ îòãàäûâàíèÿ ðåçóëüòàòà ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ξ èíôîðìàöèÿ H(ξ) ðàâíà íåîïðå-
äåëåííîñòè ýòîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîýòîìó ÷àñòî H(ξ) íàçûâàþò ýíòðîïèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
ýêñïåðèìåíòà ξ.
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1.2 Èíôîðìàöèîííîå ðàçíîîáðàçèå ãðóïï è
èíôîðìàöèîííûé âûèãðûø

Êà÷åñòâåííûìè íàçûâàþòñÿ ïðèçíàêè, ãðàäàöèè êîòîðûõ ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè. Íàïðèìåð, öâåòû
ìîãóò áûòü êðàñíûìè, ñèíèìè, áåëûìè, æåëòûìè è ò.ä. Ïóñòü èìååòñÿ ãðóïïà n èíäèâèäîâ, õàðàêòåðèçóåìàÿ
ïðèçíàêîì ξ ñî çíà÷åíèÿìè x1, . . . , xm, n = a1 + a2 + . . .+ am, ãäå ai � êîëè÷åñòâî èíäèâèäîâ ñî çíà÷åíèåì
xi ïðèçíàêà ξ. Èíôîðìàöèîííîå ðàçíîîáðàçèå I ýòîé ãðóïïû èçìåðÿåòñÿ ôîðìóëîé:

I = n ln n−
m∑

i=1

ai ln ai.

Íàïðèìåð, èíôîðìàöèîííîå ðàçíîîáðàçèå áóêåòà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ãâîçäèê, îäíîãî òþëüïàíà è äâóõ
õðèçàíòåì ðàâíî

I = 5 ln 5− 2 ln 2− 1 ln 1− 2 ln 2 = 5.275.

Â ãðóïïå ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ïðèçíàêà èíôîðìàöèîííîå ðàçíîîáðàçèå ðàâíî íóëþ, òàê êàê I =
n ln n−0·ln 0−n ln n = 0. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíôîðìàöèîííîå ðàçíîîáðàçèå ãðóïïû ïðîïîðöèîíàëüíî
îáúåìó ãðóïïû n è ýíòðîïèè ðàñïðåäåëåíèÿ H(ξ) ïðèçíàêà ξ è ðàâíî I = nH(ξ)/ ln 2.

Åñëè ãðóïïà èíäèâèäîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñêîëüêèìè ïðèçíàêàìè, òî ðàçíîîáðàçèå ñêëàäûâàåòñÿ èç
èíôîðìàöèîííûõ ðàçíîîáðàçèé ïî êàæäîìó ïðèçíàêó.

Èíôîðìàöèîííûé âûèãðûø îò ñëèÿíèÿ äâóõ ãðóïï A è B ñ ðàçíîîáðàçèÿìè IA è IB ðàâåí

∆I = IA+B − IA − IB .

Èíôîðìàöèîííûé âûèãðûø îò ñëèÿíèÿ ãðóïï ìîæåò áûòü íóëåâûì èëè ïîëîæèòåëüíûì. Íàïðèìåð,
åñëè îáúåäèíÿþòñÿ áóêåò ðîç è áóêåò ðîìàøåê, ðàçíîîáðàçèå êîòîðûõ ïî îòäåëüíîñòè ðàâíî íóëþ, òî
âûèãðûø ïîëîæèòåëüíûé, òàê êàê ðàçíîîáðàçèå ñìåøàííîãî áóêåòà ïîëîæèòåëüíî. Åñëè ê ðîìàøêå ñ
êîëîêîëü÷èêîì ïðèñîåäèíèòü åùå îäíó ïàðó ðîìàøêè ñ êîëîêîëü÷èêîì, òî èíôîðìàöèîííûé âûèãðûø
îêàæåòñÿ íóëåâûì, òàê êàê

IA = 2 ln 2− 1 ln 1− 1 ln 1 = 2 ln 2,

IB = 2 ln 2,

IA+B = 4 ln 4− 2 ln 2− 2 ln 2 = 4 ln 4− 4 ln 2 = 4(ln 4− ln 2) = 4 ln 2,

∆I = 4 ln 2− 2 ln 2− 2 ln 2 = 0.

1.3 Êëàñòåðèçàöèÿ èíäèâèäîâ ïî êà÷åñòâåííûì ïðèçíàêàì
Îäíîé èç çàäà÷ êëàñòåðíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ àãðåãèðîâàíèå ìíîæåñòâà èíäèâèäîâ íà îäíîðîäíûå

(îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå) ïîäìíîæåñòâà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì äàííûå
ìåæäóíàðîäíûõ ñðàâíåíèé èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñïðàâî÷íèêà çà 1999 ãîä î ñìåðòíîñòè îò ðàçíûõ ïðè÷èí
(òàáë.1). Ïðèçíàêè: ñìåðòíîñòü (óìåðøèå íà 100000 íàñåëåíèÿ) îò çàáîëåâàíèé ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ
(ξ1), çëîêà÷åñòâåííûõ íîâîîáðàçîâàíèé (ξ2), èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé (ξ3) è íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, óáèéñòâ
è äðóãèõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (ξ4) ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâåííûìè ïðèçíàêàìè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ âëèÿíèÿ
ñëó÷àéíîñòåé è âûÿâëåíèÿ íàèáîëåå îáùèõ òåíäåíöèé ïðåîáðàçóåì ýòè ïðèçíàêè â êà÷åñòâåííûå:

ξ̃1 =
{

0, ïðè ξ1 < 300,
1 èíà÷å , ξ̃2 =

{
0, ïðè ξ2 < 189,
1 èíà÷å ,

ξ̃3 =
{

0, ïðè ξ3 < 10,
1 èíà÷å , ξ̃4 =

{
0, ïðè ξ4 < 50,
1 èíà÷å .

Âåêòîð çíà÷åíèé êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ ξ̃ = [ξ̃1, ξ̃2, ξ̃3, ξ̃4]T óäîáíåå çàêîäèðîâàòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå
ξ̂ = ξ̃1 + 2ξ̃2 + 4ξ̃3 + 8ξ̃4. Â òàáë.1 âûñîêèå ïîêàçàòåëè ñìåðòíîñòè îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè. Íàïðèìåð,

• ßïîíèÿ ñ íèçêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñìåðòíîñòè îò çàáîëåâàíèé ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ, îò çëîêà-
÷åñòâåííûõ íîâîîáðàçîâàíèé è îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è âûñîêîé ñìåðòíîñòüþ îò èíôåêöèîííûõ
çàáîëåâàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîð-ñòðîêå (0010), ïîëó÷àåò êîä, ðàâíûé 4,

3



• Ìåêñèêà ñ âåêòîð-ñòðîêîé (0011) � êîä 12 ,

• Èòàëèÿ, Íèäåðëàíäû, Êàíàäà è Àâñòðàëèÿ ñ âåêòîð-ñòðîêîé (0100) � êîä 2,

• Ôðàíöèÿ è Áåëüãèÿ ñ âåêòîð-ñòðîêîé (0101) � êîä 10,

• Ôèíëÿíäèÿ, Áîëãàðèÿ è Àâñòðèÿ ñ âåêòîð-ñòðîêîé (1001) � êîä 9,

• Ðóìûíèÿ ñ âåêòîð-ñòðîêîé (1011) � êîä 13,

• Ïîëüøà, Äàíèÿ è Âåíãðèÿ ñ âåêòîð-ñòðîêîé (1101) � êîä 11,

• ÑØÀ è Ðîññèÿ ñ âåêòîð-ñòðîêîé (1111) � êîä 15.

Tàáëèöà 1

Ñìåðòíîñòü îò ïðè÷èí
Ñòðàíû êîä äâ.êîä çàáîëåâ. ñèñò. çëîêà÷åñòâ. èíôåêö. íåñ÷àñò. ñë. è

êðîâîîáð.(ξ1) íîâîîáðàç. (ξ2) çàáîëåâ.(ξ3) äð.âíåø.âîçä.(ξ4)
(300) (189) (10) (50)

Èòàëèÿ 2 0100 284.8 199.9* 2.8 40.8
Êàíàäà 2 0100 238.7 190* 5.5 43.6

Àâñòðàëèÿ 2 0100 287.9 189.8* 5.6 39.4
Íèäåðëàíäû 2 0100 269.3 206.9* 6.3 29.8

ßïîíèÿ 4 0010 187.4 159.8 10.3* 43.3
Àâñòðèÿ 9 1001 369.3* 188.9 1.9 54.3*

Ôèíëÿíäèÿ 9 1001 354* 163 6.3 79.1*
Áîëãàðèÿ 9 1001 706.4* 163.6 9 66.8*
Áåëüãèÿ 10 0101 267.7 214.5* 7.8 56.3*
Ôðàíöèÿ 10 0101 182.8 194.3* 8.8 64.5*
Âåíãðèÿ 11 1101 603.8* 280.9* 7.3 102.4*
Äàíèÿ 11 1101 316.5* 234.2* 9.9 55.9*
Ïîëüøà 11 1101 532.2* 215.4* 7 77*
Ìåêñèêà 12 0011 295.3 122 36.4* 81.8*
Ðóìûíèÿ 13 1011 747.8* 162.5 15.2 80.8*
ÑØÀ 15 1111 307.2* 195* 11.4* 55.5*
Ðîññèÿ 15 1111 736.1* 194.4* 21.4 * 187.4*

Ïðîöåäóðà êëàñòåðèçàöèè èíäèâèäîâ â ñëó÷àå êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû
èíôîðìàöèîííûõ âûèãðûøåé îò îáúåäèíåíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïàð èíäèâèäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå èíäèâèäàìè
ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû ñòðàí ñ îäèíàêîâîé ñòðóêòóðîé ïðè÷èí ñìåðòíîñòè, õàðàêòåðèçóåìîé îäèíàêîâûì êîäîì.
Âñåãî èìååòñÿ 8 ãðóïï ñòðàí. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå 28 = C2

8 = 8 · 7/2 ïîïàðíûõ îáúåäèíåíèÿ ýòèõ
ãðóïï è âû÷èñëèì èõ èíôîðìàöèîííûå ðàçíîîáðàçèÿ ñ ó÷åòîì ÷åòûðåõ ïðèçíàêîâ. Òàê êàê èíôîðìàöèîííîå
ðàçíîîáðàçèå ñòðàí ñ îäèíàêîâûì êîäîì ðàâíî íóëþ, òî èíôîðìàöèîííîå ðàçíîîáðàçèå ïîïàðíûõ îáúåäèíåíèé
ðàâíî èíôîðìàöèîííûì âûèãðûøàì îò îáúåäèíåíèÿ.

Tàáëèöà 2

Òàáëèöà èíôîðìàöèîííûõ âûèãðûøåé
êîäû 2 4 9 10 11 12 13 15
2 - 5.004 14.341 3.819 9.561 7.506 10.008 11.457
4 - 6.748 5.729 8.997 1.386 2.773 5.729
9 - 6.730 4.159 4.499 2.249 6.730
10 - 3.365 3.819 5.729 5.545
11 - 6.748 4.499 3.365
12 - 1.389 3.819
13 - 1.910
15 -

Íàïðèìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü èíôîðìàöèîííûé âûèãðûø îò îáúåäèíåíèÿ ãðóïïû ñòðàí, ó êîòîðûõ êîä
2 = (0100) (Èòàëèÿ, Êàíàäà, Íèäåðëàíäû, Àâñòðàëèÿ), ñ ßïîíèåé (êîä 4 = (0010)), íóæíî âû÷èñëèòü ðàçíîîáðàçèå
ñìåøàííîé ãðóïïû ïî âñåì ÷åòûðåì ïðèçíàêàì, ïðåäñòàâëåííûì â ñëåäóþùåé òàáëèöå:
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Tàáëèöà 3

ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

Èòàëèÿ 0 1 0 0
Êàíàäà 0 1 0 0

Íèäåðëàíäû 0 1 0 0
Àâñòðàëèÿ 0 1 0 0
ßïîíèÿ 0 0 1 0

Ðàçíîîáðàçèå I(ξ) 0 5 ln 5− 4 ln 4− 1 ln 1 = 2.502 5 ln 5− 1 ln 1− 4 ln 4 = 2.502 0

Ðàçíîîáðàçèå ýòîé ñìåøàííîé ãðóïïû ïî âñåì ïðèçíàêàì ðàâíî I(ξ1)+I(ξ2)+I(ξ3)+I(ξ4) = 0+2.502+2.502+0 =
5.004. èíôîðìàöèîííûé âûèãðûø ðàâåí 5.004. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ îñòàëüíûå âûèãðûøè.

Çàòåì èç òàáëèöû èíôîðìàöèîííûõ âûèãðûøåé âûáåðåì ïàðó êîäîâ ñ íàèìåíüøèì âûèãðûøåì (ãðóïïû ñòðàí
ñ êîäàìè 4 è 12) è îáúåäèíèì èõ â ãðóïïó A(4, 12). Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâóþ íàèáîëåå îäíîðîäíóþ ãðóïïó âîøëè
ßïîíèÿ è Ìåêñèêà. Íàéäåì èíôîðìàöèîííûé âûèãðûø îò îáúåäèíåíèÿ ãðóïïû A(4, 12) ñî âñåìè îñòàâøèìèñÿ
ãðóïïàìè ñòðàí. Íàïðèìåð, ïðè îáúåäèíåíèè ãðóïïû A(4, 12) ñ ãðóïïîé ñòðàí, êîä êîòîðûõ ðàâåí 9 (Àâñòðèÿ,
Áîëãàðèÿ, Ôèíëÿíäèÿ), ïîëó÷àåì ãðóïïó èç 5 èíäèâèäîâ. Ïî ïðèçíàêó ξ1 (ñìåðòíîñòü îò çàáîëåâàíèé ñèñòåìû
êðîâîîáðàùåíèÿ) èìååì äâå ñòðàíû ñ íèçêèì ïîêàçàòåëåì, è òðè ñ âûñîêèì, ñëåäîâàòåëüíî, èíôîðìàöèîííîé
ðàçíîîáðàçèå ðàâíî

IA,2(ξ1) = 5 ln 5− 2 ln 2− 3 ln 3 = 3.365.

Âñå ýòè ñòðàíû èìåþò íåâûñîêóþ ñìåðòíîñòü îò çëîêà÷åñòâåííûõ íîâîîáðàçîâàíèé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó
ξ2 èíôîðìàöèîííîå ðàçíîîáðàçèå IA,2(ξ2) = 0. Ñðåäè ýòèõ ïÿòè ñòðàí ßïîíèÿ è Ìåêñèêà èìåþò âûñîêèå çíà÷åíèÿ
ñìåðòíîñòè îò èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé, à Àâñòðèÿ, Áîëãàðèÿ, Ôèíëÿíäèÿ, íàîáîðîò, íåâûñîêèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàçíîîáðàçèå ðàâíî

IA,2(ξ3) = 5 ln 5− 2 ln 2− 3 ln 3 = 3.365.

È, íàêîíåö, òîëüêî Ìåêñèêà èìååò âûñîêóþ ñìåðòíîñòü îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è óáèéñòâ, è ðàçíîîáðàçèå ðàâíî

IA,2(ξ4) = 5 ln 5− 1 ln 1− 4 ln 4 = 2.502.

Ñêëàäûâàåì ðàçíîîáðàçèÿ ïî âñåì ïðèçíàêàì è ïîëó÷àåì

IA,2 = IA,2(ξ1) + IA,2(ξ2) + IA,2(ξ3) + IA,2(ξ4) = 3.365 + 0 + 3.365 + 2.502 = 9.232.

Ïîñêîëüêó IA = 1.386, I9 = 0, òî èíôîðìàöèîííûé âûèãðûø îò îáúåäèíåíèÿ ðàâåí

∆I(A, 2) = IA,2 − IA − I2 = 9.232− 1.386 = 7.846.

Tàáëèöà 4

A(4, 12) 2 9 10 11 13 15
IA = 1.386 I2 = 0 I9 = 0 I10 = 0 I11 = 0 I13 = 0 I15 = 0

A(4, 12) - 8.955 7.846 6.408 9.181 2.433 6.408
2 - 14.341 3.819 9.561 10.008 11.457
9 - 6.730 4.159 2.249 6.730
10 - 3.365 5.729 5.545
11 - 4.499 3.365
13 - 1.910
15 -

Ãðóïïó B(13, 15) îáðàçóþò ñòðàíû: Ðóìûíèÿ è ÑØÀ, Ðîññèÿ.
Tàáëèöà 5

A(4, 12) B(13, 15) 2 9 10 11
IA = 1.386 IB = 1.910 I2 = 0 I9 = 0 I10 = 0 I11 = 0

A(4, 12) - 5.936 8.955 7.846 6.408 9.181
B(13, 15) - 15.302 6.068 7.323 3.958

2 - 14.341 3.819 9.561
9 - 6.730 4.159
10 - 3.365
11 -

Ãðóïïó C(10, 11) îáðàçîâàëè ñòðàíû: Ôðàíöèÿ, Áåëüãèÿ è Âåíãðèÿ, Äàíèÿ, Ïîëüøà.
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Tàáëèöà 6

A(4, 12) B(13, 15) C(10, 11) 2 9
IA = 1.386 IB = 1.910 IC = 3.365 I2 = 0 I9 = 0

A(4, 12) - 5.936 9.409 8.955 7.846
B(13, 15) - 6.564 15.302 6.068
C(10, 11) - 6.679 17.105

2 - 14.341
9 -

Îáúåäèíèì â îäíó ãðóïïó ãðóïïû A è ãðóïïó B. Èíôîðìàöèîííîå ðàçíîîáðàçèå

ID = IA+B = ∆I + IA + IB = 5.936 + 1.386 + 1.910 = 9.232.

Ýòó ãðóïïó îáðàçóþò 5 ñòðàí: ßïîíèÿ, Ìåêñèêà è Ðóìûíèÿ, ÑØÀ, Ðîññèÿ.
Tàáëèöà 7

D(4, 12, 13, 15) C(10, 11) 2 9
ID = 9.232 IC = 3.365 I2 = 0 I9 = 0

D(4, 12, 13, 15) - 8.636 14.590 8.072
C(10, 11) - 6.679 17.105

2 - 14.341
9 -

Íà ýòîì ýòàïå îáúåäèíåíèþ ïîäëåæàò ãðóïïû C(10, 11) è 2, ïîëó÷àåì E(10, 11, 2). Ðàçíîîáðàçèå

IE = ∆I(C, 2) + IC + I2 = 6.679 + 3.365 + 0 = 10.044.

Ñòðàíû ñ êîäîì 2 (Èòàëèÿ, Êàíàäà, Íèäåðëàíäû è Àâñòðàëèÿ) ïðèñîåäèíèëèñü ê Ôðàíöèè, Áåëüãèè, Âåíãðèè,
Äàíèè, Ïîëüøå.

Tàáëèöà 8

D(4, 12, 13, 15) E(10, 11, 2) 9
ID = 9.232 IE = 10.044 I9 = 0

D(4, 12, 13, 15) - 23.869 8.072
E(10, 11, 2) - 11.191

9 -

Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ãðóïïà 9 (Àâñòðèÿ, Áîëãàðèÿ è Ôèíëÿíäèÿ) ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ãðóïïå D(4, 12, 13, 15).

Ðèñ. 1: Äåðåâî äèõîòîìè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè.
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1.4 Êëàñòåðèçàöèÿ èíäèâèäîâ â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ
Ïóñòü èìååòñÿ n èíäèâèäîâ è p ïðèçíàêîâ, xij � íàáëþäåíèå i-ãî ïðèçíàêà è j-ãî èíäèâèäà. Â êà÷åñòâå ìåð

ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòðèêè:
1. åâêëèäîâà ìåòðèêà, ðàâíàÿ ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè (íàïðèìåð, èíäèâèäàìè 1 è 2) â

p-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:
√√√√

p∑
k=1

(xi1 − xi2)2

2. êâàäðàò åâêëèäîâîé ìåòðèêè:
p∑

k=1

(xi1 − xi2)
2

3. ìàíõåòòåíñêàÿ ìåòðèêà:
p∑

k=1

|xi1 − xi2|

4. Ìåòðèêà Áðåÿ-Êàðòèñà:
p∑

k=1

|xi1 − xi2|
p∑

k=1

xi1 +
p∑

k=1

xi2

5. Êàíáåððîâñêàÿ ìåòðèêà:
p∑

k=1

(
|xi1 − xi2|
xi1 + xi2

)
.

6. Ìåòðèêà Àäêèíñà:
p∑

k=1

(
|xi1 − xi2|
|xi1|+ |xi2|

)
.

Ïîñëåäíèå òðè ìåòðèêè èñïîëüçóþòñÿ ÷àñòî ïðè áîëüøîì ðàçëè÷èè ìàñøòàáîâ èçìåðåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè åäèíèöû
èçìåðåíèÿ îäíîãî ïðèçíàêà ìèëëèìåòðû, à äðóãîãî êèëîìåòðû, òî íåíîðìèðîâàííûå åâêëèäîâû è ìàíõåòòåíñêèå
ìåòðèêè áóäóò èçìåðÿòü ìåðó ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ òîëüêî ïî ïðèçíàêó ñ áîëüøèìè åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ.

Êëàñòåðèçàöèÿ èíäèâèäîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå âûáîðà ñïåöèàëüíîé ñòðàòåãèè îáúåäèíåíèÿ. Ñíà÷àëà
ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû èíäèâèäîâ è ïàðû ñ ìèíèìàëüíûì ðàçëè÷èåì îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû. Äàëåå
âñòàåò âîïðîñ, êàê èçìåðèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðóïïàìè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñòðàòåãèé èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ãðóïïàìè. Âñå îíè ïî ôîðìàëüíîìó ïðèçíàêó ñâîäÿòñÿ ê âûðàæåíèþ:

dkh = αidih + αjdjh + βdij + γ|dih − djh|,

ãäå ÷åðåç h îáîçíà÷åíà ãðóïïà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ èíäèâèäîâ i è j, h = i ∪ j, ÷åðåç k � ãðóïïà,
ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé îò ãðóïïû h îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûáðàííîé ñòðàòåãèè. Ïàðàìåòðû αi, αj , β è γ
íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè ñòðàòåãèè.

Íàïðèìåð, ïàðàìåòðû âèäà αi = αj = 0.5, β = 0, γ = −0.5 îïðåäåëÿþò ñòðàòåãèþ áëèæíåãî ñîñåäà, êîãäà
çà ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðóïïàìè ïðèíèìàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Ýòà ñòðàòåãèÿ óìåíüøàåò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãðóïïàìè èëè, êàê ãîâîðÿò, ñæèìàåò ïðîñòðàíñòâî. Ïàðàìåòðû âèäà αi = αj = 0.5, β = 0,
γ = 0.5 îïðåäåëÿþò ñòðàòåãèþ äàëüíåãî ñîñåäà, êîãäà çà ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðóïïàìè ïðèíèìàåòñÿ ñàìîå äàëüíåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïï. Ýòà ñòðàòåãèÿ ðàñøèðÿåò ïðîñòðàíñòâî. Ïàðàìåòðû αi = ni/nh, αj = nj/nh,
β = 0, γ = 0 îïðåäåëÿþò ñòðàòåãèþ ãðóïïîâîãî ñðåäíåãî, êîãäà çà ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðóïïàìè ïðèíèìàåòñÿ
ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. ×åðåç ni îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â i-é ãðóïïå. Íåäîñòàòîê
ýòîé ñòðàòåãèè � íåìîíîòîííîñòü, íî îíà íå èçìåíÿåò ïðîñòðàíñòâî. Ñóùåñòâóåò åùå öåíòðîèäíàÿ ñòðàòåãèÿ, êîãäà
ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðóïïàìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè òÿæåñòè. Ñòðàòåãèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì ìîíîòîííîñòè è ñîõðàíåíèÿ ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ ãèáêîé ñòðàòåãèåé. Ñîîòâåòñòâóþùèå åé
ïàðàìåòðû èìåþò âèä: αi = αj = 0.625, β = −0.25, γ = 0.
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Ðèñ. 2: Äåðåâî êëàñòåðèçàöèè èíäèâèäîâ â ñëó÷àå èñõîäíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ.

Ðèñ. 3: Äåðåâî êëàñòåðèçàöèè èíäèâèäîâ â ñëó÷àå íîðìèðîâàííûõ è öåíòðèðîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðèçíàêîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå ïðèçíàêè ó÷àñòâîâàëè â êëàñòåðèçàöèè èíäèâèäîâ, ïîëåçíî èñõîäíûå äàííûå öåíòðèðîâàòü
(âû÷èòàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) è íîðìèðîâàòü (äåëåíèå íà ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå). Â ýòîì ñëó÷àå
êëàñòåðèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì âêëàäà âñåõ ïðèçíàêîâ, à íå òîëüêî ïðèçíàêà ñ íàèáîëüøèì ìàñøòàáîì
èçìåðåíèÿ. Âûáîð ìàíõåòòåíñêîé ìåòðèêè è ñòðàòåãèè ãðóïïîâîãî ñðåäíåãî äëÿ íîðìèðîâàííûõ è öåíòðèðîâàííûõ
äàííûõ ïðèâîäèò äåðåâó êëàñòåðèçàöèè, â êîòîðîì ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñîáîé îòëè÷àþòñÿ ñòðàíû:
Àâñòðàëèÿ-Íîðâåãèÿ è Àíãëèÿ-Íèäåðëàíäû.
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1.5 Êëàñòåðèçàöèÿ ïðèçíàêîâ
Ðàçáèåíèå ïðèçíàêîâ íà êëàñòåðû ìîæíî îñóùåñòâëÿòü òàêæå êàê èíäèâèäû. Äëÿ ýòîãî íóæíî òîëüêî òðàíñïî-

íèðîâàòü ìàòðèöó íàáëþäåíèé. Íàðÿäó ñ ïåðå÷èñëåííûìè ìåòðèêàìè èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ìåòðèêè, ñâÿçàííûå ñ
êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè. Íàïîìíèì, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ìåðû ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè ξ è η:

% =
E(ξ − Eξ)(η − Eη)√

E(ξ − Eξ)2
√

E(η − Eη)2
.

Åñëè ïðèçíàêè íå çàâèñèìû, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí íóëþ. Åñëè ïðèçíàêè ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
âèäà η = kξ + b, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí ±1 â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôèöèåíòà k.

Ïðè íàëè÷èè ìàòðèöû íàáëþäåíèé âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ïðèçíàêàìè
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

r =

n∑
j=1

x1jx2j − nx̄1x̄2

√
n∑

j=1

x2
1j − nx̄1

2

√
n∑

j=1

x2
2j − nx̄2

2

,

ãäå òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî èìååòñÿ n èíäèâèäîâ è p ïðèçíàêîâ, xij � íàáëþäåíèå i-ãî ïðèçíàêà è j-ãî èíäèâèäà, x̄i �
âûáîðî÷íîå ñðåäíåå i-ãî ïðèçíàêà.

Â êà÷åñòâå ìåðû ñõîäñòâà ìåæäó ïðèçíàêàìè âûáåðåì ìåòðèêó, ðàâíóþ 1 − r2. ×åì áëèæå êîýôôèöèåíò
êîððåëÿöèè ê íóëþ, òåì áîëüøå ìåòðèêà. ×åì ìåíüøå ìåòðèêà, òåì áîëüøå ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ,
ò.å. ìîæíî ñêàçàòü, òåì ìåíüøå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèçíàêàìè.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ðàññìîòðèì äàííûå î æèçíè Ðîññèè çà ïîñëåäíèå 30 ëåò.

Ãîäà Ïðîäîëæ-òü Êîë-âî (òûñ.÷åë.) Âîäêà Äîõîäû Àâòîìîáèëè
æèçíè L ÷èíîâíèêîâ M (áóò.â ãîä) V áåäíûõ P (øò.íà 1000 ÷åë.) A

1970 68.9 1060 25.3 7.8 5.5
1975 68.1 1101 28 9.5 15.3
1980 67.6 1147 30 10.1 30.2
1985 69.2 1204 23.5 10 44.5
1990 69.2 1602 18 9.8 58.6
1995 64.6 1893 38.4 5.5 93.3
1998 67 2777 29.6 6.2 122

Êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà è ìàòðèöà ìåòðèê âèäà 1− r2 èìåþò âèä:

r L M V P A

L 1
M -0.5008 1
V -0.9341 0.2966 1
P 0.7692 -0.7001 -0.6809 1
A -0.5953 0.9537 0.3701 -0.6692 1

1− r2 L M V P A

L 0
M 0.749 0
V 0.128 0.912 0
P 0.408 0.510 0.536 0
A 0.646 0.091 0.863 0.552 0

Íàõîäèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèçíàêàìè. Îíî ðàâíî 0.091 è ñîîòâåòñòâóåò ïðèçíàêàì: êîëè÷åñòâî
÷èíîâíèêîâ è êîëè÷åñòâî àâòîìîáèëåé. Îáúåäèíÿåì ýòè ïðèçíàêè â îäèí, íàçûâàåìûé ÷èíîâíèêè-àâòîìîáèëè
(AM) è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì íå ïÿòü, à ÷åòûðå ïðèçíàêà: L, V , P , AM . Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïåðâûìè òðåìÿ
èçâåñòíû. Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó AM è îñòàëüíûìè ïðèçíàêàìè íà îñíîâå ãèáêîé ñòðàòåãèè, ñîãëàñíî
êîòîðîé èìååì:

dAM,L = 0.625(dA,L + dM,L)− 0.25dA,M = 0.625(0.646 + 0.749)− 0.25 · 0.091 = 0.849,

dAM,V = 0.625(dA,V + dM,V )− 0.25dA,M = 0.625(0.863 + 0.912)− 0.25 · 0.091 = 1.087,

dAM,P = 0.625(dA,P + dM,P )− 0.25dA,M = 0.625(0.552 + 0.510)− 0.25 · 0.091 = 0.641.
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d L V P AM

L 0
V 0.128 0
P 0.408 0.510 0
A 0.849 1.087 0.641 0

Íàõîäèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèçíàêàìè, ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè L è
êîëè÷åñòâîì ïðîäàâàåìîé âîäêè V (0.128). Ïîëó÷àåì òðè ïðèçíàêà: äîõîäû áåäíûõ P , âîäêà-ïðîäîëæèòåëüíîñòü
æèçíè V L è àâòîìîáèëè-÷èíîâíèêè AM . Åñëè çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òðåõ êëàñòåðîâ ïðèçíàêîâ, òî âñå
ïîëó÷åíî. Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü, ê êàêîìó èç êëàñòåðîâ: âîäêà-ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè V L èëè àâòîìîáèëè-
÷èíîâíèêè AM îòíîñèòñÿ ïðèçíàê "äîõîäû áåäíûõ"P , òî ïðîäîëæàåì. Ðàññòîÿíèå dAM,P = 0.641 èç âû÷èñëåíèé
íà ïðåäûäóùåì øàãå.

dV L,P = 0.625(dV,P + dL,P )− 0.25dV,L = 0.625(0.536 + 0.408)− 0.25 · 0.128 = 0.559

dV L,AM = 0.625(dV,AM + dL,AM )− 0.25dV,L = 0.625(1.087 + 0.849)− 0.25 · 0.128 = 1.178.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äîõîäû áåäíûõ ëó÷øå ïðîãíîçèðóþòñÿ ïî ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè è ïðîäàâàåìîé
âîäêå, íåæåëè ïî êîëè÷åñòâó àâòîìîáèëåé è ÷èíîâíèêîâ.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Åñëè â êà÷åñòâå ìåòðèêè ðàññìàòðèâàòü õàðàêòåðèñòèêó 1−r, ïîêàçûâàþùóþ ñòåïåíü óäàëåííîñòè
îò ïîëîæèòåëüíîé êîððåëÿöèè, òî ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ íåñêîëüêî èíîé. Ìàòðèöà ðàññòîÿíèé èìååò âèä:

1− r L M P A V

L 0
M 1.50 0
P 0.23 1.70 0
A 1.60 0.05 1.67 0
V 1.93 0.70 1.68 0.63 0

Òàêæå íàèáîëåå áëèçêèìè ÿâëÿþòñÿ ïðèçíàêè A -àâòîìîáèëè è M - ÷èíîâíèêè.

d AM L P V M

AM 0
L 1.92 0
P 2.09 0.23 0
V 0.82 1.93 1.68 0

dAM,L = 0.625(dA,L + dM,L)− 0.25dA,M = 0.625(1.6 + 1.5)− 0.25 · 0.05 = 1.92,

dAM,V = 0.625(dA,V + dM,V )− 0.25dA,M = 0.625(0.63 + 0.7)− 0.25 · 0.05 = 0.82,

dAM,P = 0.625(dA,P + dM,P )− 0.25dA,M = 0.625(1.67 + 1.7)− 0.25 · 0.05 = 2.09.

Íàõîäèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îêàçûâàåòñÿ ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè L è äîõîäàìè áåäíûõ P .
Èòàê, èìååòñÿ ïàðà ïðèçíàêîâ AM è LP . Ê êàêîé ïàðå ìîæíî îòíåñòè êîëè÷åñòâî ïðîäàâàåìîé âîäêè?

dV,LP = 0.625(dV,L + dV,P )− 0.25dL,P = 0.625(1.93 + 0.70)− 0.25 · 0.23 = 2.2

dLP,AM = 0.625(dL,AM + dP,AM )− 0.25dL,P = 0.625(1.92 + 2.09)− 0.25 · 0.23 = 2.45,

dV,AM = 0.82.

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îêàçûâàåòñÿ ìåæäó ïðèçíàêàìè àâòîìîáèëè-÷èíîâíèêè è êîëè÷åñòâîì ïðîäàâàåìîé
âîäêè. Àâòîìàòè÷åñêè äåðåâî êëàñòåðèçàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé ïàêåò ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîãðàìì
StatSoft, óñòàíîâèâ â ìåíþ â êà÷åñòâå ìåòðèêè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè Ïèðñîíà, à â êà÷åñòâå ñòðàòåãèè, íàïðèìåð,
ìåòîä ãðóïïîâîãî ñðåäíåãî.
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Ðèñ. 4: Äåðåâî êëàñòåðèçàöèè ìåòðè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ.

2 Èññëåäîâàíèå äàííûõ íà ïðåäìåò îäíîðîäíîñòè
2.1 Ñëó÷àéíûå âåêòîðû è ìàòðèöû.

Âåêòîð ñðåäíèõ çíà÷åíèé è ìàòðèöà êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Íà ïðàêòèêå èññëåäîâàòåëü, êàê ïðàâèëî, èìååò äåëî ñ íåêîòîðûì îáúåêòîì ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, êîòîðûé
õàðàêòåðèçóåòñÿ p > 1 ïðèçíàêàìè. Ââåäåì p ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξp òàê, ÷òîáû îíè ñîîòâåòñòâîâàëè ýòèì
ïðèçíàêàì. Ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû êàê ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî åñòü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
èç p ýëåìåíòîâ â âèäå ñòîëáöà:

ξ =




ξ1

ξ2

.

.
ξp




Êàæäûé ýëåìåíò ξi íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Ðåàëèçàöèþ X = (x1, . . . , xp)T ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξ, ãäå êîìïîíåíòû xi ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, áóäåì íàçûâàòü ìíîãîìåðíûì
íàáëþäåíèåì.

Íàïðèìåð, ïåðâàÿ ñòðîêà, îïèñûâàþùàÿ çàòðàòû íà ðåêëàìó àâèàëèíèé (6.38, 6.32, 3.37, 2.56) ñîîòâåòñòâóåò
÷åòûðåõìåðíîìó íàáëþäåíèþ âåêòîðà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïèñûâàþò îòäåëüíûå çàòðàòû íà ðàçëè÷íûå âèäû
ðåêëàìû. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ n îáúåêòîâ (èíäèâèäîâ). Ó êàæäîãî èç ýòèõ îáúåêòîâ ìû èçìåðÿåì p õàðàêòåðèñòèê.
Îáúåäèíèì ýòè n âåêòîðîâ â òàê íàçûâàåìóþ ìàòðèöó íàáëþäåíèé

X(p, n) =

[
x11 x12 . . . x1n

. . . .
xp1 xp2 . . . xpn

]
= [X1, . . . , Xn].

Ýëåìåíò xij , ãäå i = 1, . . . , p � íîìåð ïðèçíàêà, à j = 1, . . . , n � íîìåð èíäèâèäà, åñòü ðåàëèçàöèÿ îäíîìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξij .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µi = Eξi, i = 1, . . . , p, ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êîìïîíåíò. Èõ óäîáíåå ïðåäñòàâëÿòü â âèäå
âåêòîðà ñðåäíèõ µ = Eξ = (µ1, . . . , µp)T .

Àíàëîãè÷íî äèñïåðñèè σ2
i âåëè÷èí ξi ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷àñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Îäíàêî êîâàðèàöèþ σij

ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî èç ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi è ξj

σij = cov(ξi, ξj) = E(ξi − µi)(ξj − µj), i, j = 1, 2, . . . , p.
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Çàìåòèì, ÷òî σii = σ2
i , σij = σji. Åñëè σij = 0, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi è ξj íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè.

Äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè âìåñòå îáðàçóþò êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó Σ(p, p) (èíà÷å îíà íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííîé
ìàòðèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì àíàëèçîì Dξ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ äèñïåðñèÿ
äëÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

Σ(p, p) = Dξ = E(ξ − Eξ)(ξ − Eξ)T =




σ2
1 σ12 . . . σ1p

σ21 σ2
2 . . . σ2p

. . . . . .
σp1 σp2 . . . σpp


 .

Ïóñòü ξ ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σξ = EξξT .
Âûÿñíèì, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèÿ, ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Ðàññìîòðèì íîâûé ñëó÷àéíûé âåêòîð

η = Aξ + µ, (1)

ãäå ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä:

A =

[
a11 a12 . . . a1p

. . . .
ap1 ap2 . . . app

]
, (2)

à µ íåñëó÷àéíûé âåêòîð. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì µ, òàê êàê Eη =
E(Aξ + µ) = AEξ + µ = µ.

Çàòðàòû íà ðåêëàìó(ln USD)
Ðåêëàìîäàòåëü òåëåâèäåíèå ïðåññà íàðóæíàÿ ðàäèî
àâèàëèíèè 6.38 6.32 3.37 2.56
àâòîìîáèëè 6.94 8.05 5.89 6.34
áåçàëê.íàï. 8.94 5.37 6.86 6.16
áåçîïàñíîñòü 2.94 3.61 1.10 4.01
áûò.òåõ. 9.16 3.83 3.78 3.61
êàíöòîâàðû 0.00 5.15 1.10 1.39
êîìïüþòåðû 6.09 7.61 4.16 2.56
êîíä.èçä. 9.67 5.24 4.36 3.53
ìåáåëü 5.09 6.48 5.28 5.42
ìåäèöèíà 6.91 6.91 2.94 5.81
ñâÿçü 3.43 6.68 5.22 6.65
ñåðâèñ 2.77 4.42 2.20 4.47
òóðèçì 5.38 6.68 2.83 6.42
ôîòî.îáîð. 6.77 4.16 4.08 4.48
þâåë.èçä. 3.53 3.95 1.95 1.10
þðèä.óñë. 0.69 5.16 1.95 3.14

Òàáëèöà 1: Çàòðàòû íà ðåêëàìó ðàçëè÷íûõ êàòåãîðèé òîâàðîâ è óñëóã ïî âñå ñðåäñòâàì ìàññîâîé
èíôîðìàöèè íà àâãóñò 1997

Ëåììà 1(î êîâàðèàöèè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ). Dη = ADξAT . Äîêàçàòåëüñòâî.

Dη = E(η − Eη)(η − Eη)T = E(Aξ + m−m)(Aξ + m−m)T =

= E(Aξ)(Aξ)T = EAξξT AT = AEξξT A = ADξAT ,

òàê êàê íåñëó÷àéíóþ ìàòðèöó A ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè %ij =

σij√
Dξi

√
Dξj

íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé:

Υ(p, p) =




%11 %12 . . . %1p

%21 %22 . . . %2p

. . . . . .
%p1 %p2 . . . %pp


 .
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Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïàðàìåòðû µ è Σ íåèçâåñòíû, è âìåñòî íèõ ðàññìàòðèâàþò èõ âûáîðî÷íûå àíàëîãè.
Ïóñòü X1, . . . , Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà, èìåþùàÿ ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåN (µ, Σ). Òîãäà âûáîðî÷íûå
ñðåäíåå è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà èìåþò âèä:

X̄ =
1

n

n∑
k=1

Xk,

S =
1

n− 1

n∑
k=1

(Xk − X̄)(Xk − X̄)T .

Âûáîðî÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà R ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû S ïóòåì äåëåíèÿ ýëåìåíòîâ sij íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ√sii è√sjj . Íàïðèìåð, âûáîðî÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ïðèçíàêîâ, êîìïîíåíòàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çàòðàòû íà ðåêëàìó íà òåëåâèäåíèè, â ïðåññå, íà ñòåíäàõ è íà ðàäèî, èìååò âèä:

r òåëåâèäåíèå ïðåññà íàðóæ.ðåêëàìà ðàäèî
òåëåâèäåíèå 1

ïðåññà 0.166 1
íàðóæ.ðåêëàìà 0.644* 0.550* 1

ðàäèî 0.332 0.434 0.711* 1

Çíà÷èìûå êîððåëÿöèè îáîçíà÷åíû çâåçäî÷êîé. Çíà÷èìîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèêè

T =
r

1− r2

√
n− 2, (3)

êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû H0 : % = 0. Äëÿ P -çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íàáëþäàåìûì çíà÷åíèÿì ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà T∗ èëè çíà÷èìîñòåé α∗ ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ: α∗ = P{|T | >
|T∗|} < 0.05.

2.2 Àíàëèç âûáðîñîâ
Âûáîðêà ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ýëåìåíò ñ ðàñïðåäåëåíèåì,

îòëè÷íûì îò ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè, íàçûâàåòñÿ âûáðîñîì.
Åñëè îäíîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(µ, σ2), ãäå µ è σ ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ,

òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (η−µ)2/σ2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2(1) õè-êâàäðàò ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð η = (η1, . . . , ηp)T ñ p êîìïîíåíòàìè èìååò ìíîãîìåðíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (µ,Σ) ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ µ = (µ1, . . . , µp)T è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé Σ(p, p), òî
âåëè÷èíà

χ2 = (η − µ)T Σ−1(η − µ)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2(p). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = A−1(η − µ), êîìïîíåíòû
êîòîðîãî íåçàâèñèìû, èìåþò íóëåâûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è åäèíè÷íûå äèñïåðñèè, è ãäå ìàòðèöà A òàêàÿ,
÷òî AAT = Σ, òîãäà

χ2 = (η − µ)T Σ−1(η − µ) = (η − µ)T (A−1)T A−1(η − µ) = (A−1(η − µ))T A−1(η − µ) = ξT ξ.

Êàê èçâåñòíî â ñòàòèñòèêå, ñóììà ξT ξ =
p∑

i=1

ξ2
i íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè

îæèäàíèÿìè è åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè èìåþò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Åñëè µ è Σ èçâåñòíû, òî ýòà ñòàòèñòèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðîâåðêè âîçìîæíîé àíîìàëüíîñòè

íàáëþäàåìîãî âåêòîðà x = (x1, . . . , xp), òî åñòü íàëè÷èÿ âûáðîñîâ ó åãî êîìïîíåíò. Äëÿ ýòîãî ïî ðåàëüíûì äàííûì
âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè

χ2
∗ = (x− µ)T Σ−1(x− µ) (4)

è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó α∗ = P{χ2 >= χ2
∗}, êîòîðîå â ðàçíûõ èñòî÷íèêàõ èíîãäà íàçûâàþò P−çíà÷åíèåì. Çàòåì

ïîëó÷åííîå α∗ ñðàâíèâàþòñÿ ñ íåêîòîðûì çàðàíåå âûáðàííûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè α. Åñëè α∗ < α, òî íàáëþäàåìûé
âåêòîð ìîæíî ñ÷èòàòü àíîìàëüíûì, è åãî êîîðäèíàòû äîëæíû áûòü ïðîâåðåíû íà íàëè÷èå îøèáîê. Òàêèì îáðàçîì
ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû âñå âåêòîðû èç ñëó÷àéíîé âûáîðêè.

ÏÐÈÌÅÐ. Ìîíèòîðíàÿ ñèñòåìà âåäåíèÿ áîëüíûõ, íàõîäÿùèõñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, ïðåäïîëàãàåò åæå-
ìèíóòíîå èçìåðåíèå ñèñòîëè÷åñêîãî è äèàñòîëè÷åñêîãî äàâëåíèé, ÷àñòîòû äûõàíèÿ, ÷àñòîòû ñåðäå÷íûõ ñîêðàùåíèé
è òåìïåðàòóðû. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà íàáëþäåíèé ïî ôîðìóëå (4) âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà χ2

∗ è ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå α∗. Ïàðàìåòðû µ è Σ èçâåñòíû èç íàáëþäåíèé íàä çäîðîâûìè ëþäüìè. Ïðè α∗ > 0.2 ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ñîñòîÿíèå áîëüíîãî íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ íîðìû; åñëè 0.05 ≤ α∗ ≤ 0.2, òî èìåþòñÿ íåêîòîðûå îòêëîíåíèÿ îò
íîðìû; åñëè 0.01 ≤ α∗ ≤ 0.05, òî çàæèãàåòñÿ ñâåòîâîé ñèãíàë òðåâîãè; åñëè α∗ ≥ 0.01, òî âêëþ÷àåòñÿ ñèðåíà. Ýòî
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ïîìîãàåò ëå÷àùåìó âðà÷ó è ïåðñîíàëó êëèíèêè îïðåäåëÿòü èçìåíåíèÿ â ñîñòîÿíèè áîëüíîãî èëè ïðåäóïðåæäàåò
î âîçìîæíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ â îáîðóäîâàíèè ñèñòåìû.

Åñëè ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ íå èçâåñòíû, òî èñïîëüçóþòñÿ èõ âûáîðî÷íûå àíàëîãè. Âûáîðî÷íûì àíàëîãîì
ñòàòèñòèêè χ2 ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå ðàññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà:

D2 = (X − X̄)T S−1(X − X̄).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà

F =
(n− p)n

(n2 − 1)p
D2

èìååò F -ðàñïðåäåëåíèå ñ p è n− p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Èññëåäóåì íà íàëè÷èå âûáðîñîâ äàííûå î ñìåðòíîñòè â ðàçíûõ ñòðàíàõ (òàáë.1). Ïðîâåðèì, ÿâëÿþòñÿ ëè

âûáðîñàìè 1) Ðîññèÿ è 2) ßïîíèÿ.
1) Âû÷èñëèì ïî âûáîðêå èç 18 ñòðàí-èíäèâèäîâ, èñêëþ÷èâ Ðîññèþ, âåêòîð ñðåäíèõ X̄ = (360.1, 191.4, 8.7, 56.2)T

è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó

S =




24127.53 523.14 82.074 1834.79
523.14 1037.44 −111.84 60.89
82.074 −111.84 49.18 60.09

1834.79 60.89 60.09 375.73


 .

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

S−1 =




7.27 · 10−5 4.71 · 10−5 0.000533 −0.00045
4.71 · 10−5 0.001559 0.00504 −0.00129

0.000533 0.00504 0.0436 −0.0104
−0.00045 −0.00129 −0.0104 0.0067


 .

Ðàññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà ìåæäó Ðîññèåé è âñåé îñòàëüíîé âûáîðêîé ðàâíî 58.70. Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Ôèøåðà
ðàâíî 11.45, çíà÷èìîñòü êîòîðîé ðàâíà 0.000245. Çíà÷èìîñòü ìåíüøå 0.05, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà îòíîñèòåëüíî
ïðèíàäëåæíîñòè Ðîññèè âñåé âûáîðêå ñòðàí îòâåðãàåòñÿ.

2) Âû÷èñëèì ïî âûáîðêå èç 18 ñòðàí-èíäèâèäîâ, èñêëþ÷èâ ßïîíèþ, âåêòîð ñðåäíèõ X̄ = (387.5, 193.2, 9.21, 63.4)T

è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó

S =




28952.94 258.13 320.80 3992.77
258.13 984.83 −108.30 47.46
320.80 −108.30 56.86 140.81

3992.77 47.46 140.81 1176.38


 .

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

S−1 =




6.85 · 10−5 3.65 · 10−5 0.000373 −0.00028
3.65 · 10−5 0.001539 0.004527 −0.00073

0.000373 0.004527 0.0393 −0.00616
−0.00028 −0.00073 −0.00616 0.002562


 .

Ðàññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà ìåæäó ßïîíèåé è âñåé îñòàëüíîé âûáîðêîé ðàâíî 2.586. Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Ôèøåðà
ðàâíî 0.504, çíà÷èìîñòü êîòîðîé ðàâíà 0.733. Çíà÷èìîñòü áîëüøå 0.05, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà îòíîñèòåëüíî
ïðèíàäëåæíîñòè ßïîíèè âñåé âûáîðêå ñòðàí íå îòâåðãàåòñÿ.

2.3 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåêîððåëèðîâàííûì êîìïîíåíòàì
Ïóñòü èìååòñÿ íîðìèðîâàííûé è öåíòðèðîâàííûé âåêòîð u = (u1, u2)

T (Eu1 = Eu2 = 0, Du1 = Du2 = 1) ñ

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ =

[
1 %
% 1

]
, êîòîðàÿ ââèäó íîðìèðîâàííîñòè âåêòîðà u ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé

ìàòðèöåé. Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ y = Bu ñ íåêîððåëèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè
y1 è y2. Âû÷èñëèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Σ. Ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûå
÷èñëà λ è ñîáñòâåííûå âåêòîðà α = (α1, α2)

T ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

(Σ− λI)α = 0. (5)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà

|Σ− λI| =
∣∣∣∣

1− λ %
% 1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)2 − %2 = 0.
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Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λ1 = 1+%, λ2 = 1−%. ×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1 + %, ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â óðàâíåíèå (5). Ïîëó÷èì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

{
−α1% + α2% = 0
α1%− α2% = 0

,

ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó α1 = α2 = t. Íîðìèðóåì ýòîò âåêòîð,

ïîëó÷àåì α2
1 + α2

2 = 1 ýêâèâàëåíòíî 2t2 = 1, ñëåäîâàòåëüíî, α =

(
1√
2

1√
2

)
. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûé

âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ2 = 1− %, èìååò âèä α =

(
1√
2

− 1√
2

)
.

Ìàòðèöà B îáðàçóåòñÿ èç ýëåìåíòîâ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ α1 è α2 è èìååò âèä

B = [α1|α2]

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)
.

Òàêèì îáðàçîì èìååòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå y = Bu âèäà
{

y1 = 1√
2
u1 + 1√

2
u2

y2 = 1√
2
u1 − 1√

2
u2

Íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû y1 è y2 íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè. Êàê è u1, u2, ãëàâíûå êîìïîíåíòû
èìåþò íóëåâûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Èõ äèñïåðñèè ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë 1 + % è
1− %. Äåéñòâèòåëüíî, Dy = EyyT = E(Bu)(Bu)T = B EuuT BT = BΣBT =

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)(
1 %
% 1

)(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)

=

(
1√
2
(1 + %) 1√

2
(1 + %)

1√
2
(1− %) − 1√

2
(1− %)

)(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)

=

(
1 + % 0

0 1− %

)
=

(
λ1 0
0 λ2

)
.

2.4 Ôàêòîðíûé àíàëèç
Èäåÿ ôàêòîðíîãî àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü k-ìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íà m < k ëèíåéíûõ

ôóíêöèé, òåðÿÿ íå ñëèøêîì ìíîãî èíôîðìàöèè. Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âûáðàòü ýòè m ëèíåéíûõ ôóíêöèé?
Ýôôåêòèâíîñòü ëþáîãî âûáîðà çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé ñòåïåíè ýòè m ëèíåéíûõ ôóíêöèé äàþò âîçìîæíîñòü
ðåêîíñòðóèðîâàòü k ïåðâîíà÷àëüíûõ âåëè÷èí. Îäèí èç ìåòîäîâ ðåêîíñòðóêöèè ýòîé ïåðâîíà÷àëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè åå íàèëó÷øåãî ïðåäèêòîðà íà îñíîâå m ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
íàèëó÷øèì âûáîðîì ëèíåéíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïåðâûõ m ãëàâíûõ êîìïîíåíò.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ãëàâíîé êîìïîíåíòû. Ïóñòü U = (u1, . . . , uk)T � k-ìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ EU = 0
è äèñïåðñèîííîé ìàòðèöåé Σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1 ≥ . . . ≥ λk ñîáñòâåííûå ÷èñëà è P1, . . . , Pk ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå âåêòîðà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Σ,

P1 =

[
p11

. . .
pk1

]
, . . . , Pk =

[
p1k

. . .
pkk

]
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ΣPi = λiPi, i = 1, . . . , k. (6)

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà yi = P T
i U íàçûâàåòñÿ i-îé ãëàâíîé êîìïîíåíòîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = (y1, . . . , yp) íîâûé

âåêòîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Y = PT U , ãäå P ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

P = (P1| . . . |Pp) =

[
p11 . . . p1k

. . . . . . . . .
pk1 . . . pkk

]
.
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2.5 Ñâîéñòâà ãëàâíûõ êîìïîíåíò.
Ôàêòîðíûå íàãðóçêè.
Èíòåðïðåòàöèÿ ôàêòîðîâ

1. Ãëàâíûå êîìïîíåíòû íå êîððåëèðîâàíû. Äèñïåðñèÿ i-îé ãëàâíîé êîìïîíåíòû yi = P T
i U ðàâíà λi.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî (6)

Dyi = Eyiyi = EP T
i UUT Pi = P T

i ΣPi = P T
i λiPi = λiP

T
i Pi = λi,

Eyiyj = Cov(P T
i U, P T

j U) = EP T
i UUT Pj = P T

i ΣPj = P T
i λjPj = λjP

T
i Pj = 0.

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, ò.å. P T
i Pi = 1, P T

i Pj =
0. Òàêèì îáðàçîì, Y = P T U ïåðåâîäèò êîððåëèðîâàííîå ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â íåêîððåëèðîâàííîå.

2. Íîðìèðîâàííûå ãëàâíûå êîìïîíåíòû Gi = λ
−1/2
i yi = λ

−1/2
i P T

i U, i = 1, . . . , r, ãäå r ðàíã äèñïåðñèîííîé
ìàòðèöû, äëÿ λi 6= 0 íàçûâàþòñÿ ôàêòîðàìè.

3. Êîððåëÿöèÿ ìåæäó êîìïîíåíòîé ui è j-îé ãëàâíîé êîìïîíåíòîé yj íàçûâàåòñÿ ôàêòîðíîé íàãðóçêîé è
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

cor(ui, yj) =
pij

√
λj

σi
, (7)

ãäå pij � i-ûé ýëåìåíò j-ãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, σi � ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå i-îé êîìïîíåíòû âåêòîðà U .
Òàê êàê Y = P T U , òî ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ P îáðàòíàÿ ìàòðèöà P−1 = P T

è U = PY .

PY = (P1| . . . |Pp)Y =

[
p11 . . . p1k

. . .
pk1 . . . pkk

][
y1

. . .
yk

]
=

[
u1

. . .
uk

]

Ñëåäîâàòåëüíî,
k∑

l=1

pilyl = ui. Ýòî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ. Îòñþäà

cov(ui, yj) = E

k∑
l=1

pilylyj =

k∑
l=1

pilEylyj = λjpij ,

òàê êàê Eylyj = λj ïðè l = j, èíà÷å ðàâíî íóëþ. Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî Dui = σ2
i , Dyj = λj , ïîëó÷àåì (7).

Äëÿ ïðèìåðà â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ðàññìîòðèì äàííûå ñìåðòíîñòè â ðàçíûõ ñòðàíàõ (òàáë.1). Ìàòðèöà ôàêòîðíûõ
íàãðóçîê èìååò âèä:

Ôàêòîðíûå íàãðóçêè
1-ãî ôàêòîðà 2-ãî ôàêòîðà

Ñì-òü îò çàáîë.ñèñò.êðîâ. -0,738 -0,497
Ñì-òü îò çëîê.íîâ. 0,303 -0,867
Ñì-òü îò èíô.çàáîë. -0,767 0,496
Ñì-òü îò íåñ÷.ñë. -0,885 -0,313

Äèñïåðñèÿ ãë.êîìï. 2,007 1,343
Äîëÿ äèñï.ãë.êîìï. 0,502 0,336
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Ðèñ. 5: Äâóìåðíàÿ äèàãðàììà ïåðâûõ äâóõ ôàêòîðîâ.

Çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ
1 ôàêòîð 2 ôàêòîð

Ðîññèÿ -2,78737 -0,97021
Àâñòðàëèÿ 0,69045 0,24838
àâñòðèÿ 0,51875 -0,17004
Áåëüãèÿ 0,52804 -0,19983
Áîëãàðèÿ -0,77484 -0,10548
Àíãëèÿ 0,87657 -0,09888
Âåíãðèÿ -0,38952 -2,50084
Ãåðìàíèÿ 0,59220 -0,01593
Äàíèÿ 0,42262 -0,58187
Èòàëèÿ 0,86187 -0,08348
Êàíàäà 0,74328 0,31192
Ìåêñèêà -1,65770 2,73022

Íèäåðëàíäû 0,89049 0,04762
Ïîëüøà -0,21647 -0,92525
Ðóìûíèÿ -1,33794 0,03267
ÑØÀ 0,19411 0,27568

Ôèíëÿíäèÿ -0,08943 0,41200
Ôðàíöèÿ 0,45648 0,36001
ßïîíèÿ 0,47843 1,23332

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà îïèñûâàåò ïî÷òè 50,2% èíôîðìàöèè, à âòîðàÿ 33,6%. Ïåðâàÿ
ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà ("óñïåøíîå çäðàâîõðàíåíèå") èìååò âûðàæåííûå îòðèöàòåëüíûå êîððåëÿöèè ñ ïîêàçàòåëÿìè
ñìåðòíîñòè îò çàáîëåâàíèé ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ, èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé è íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ò.å.îòðàæàåò
âíåøíþþ áëàãîïðèÿòíóþ ñðåäó, ñâÿçàííóþ â óñïåøíîé ðàáîòîé ìèíèñòåðñòâà çäðàâîõðàíåíèÿ: ÷åì áîëüøå ïåðâàÿ
ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà, òåì íèæå óêàçàííûå ôîðìû ñìåðòíîñòè. Âòîðàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà èìååò âûðàæåííóþ
îòðèöàòåëüíóþ êîððåëÿöèþ ñî ñìåðòíîñòüþ îò çëîêà÷åñòâåííûõ íîâîîáðàçîâàíèé è ïîëîæèòåëüíóþ ñî ñìåðòíîñòüþ
îò èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé: ÷åì áîëüøå âòîðàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà, òåì ìåíüøå ñìåðòíîñòü îò îíêîëîãè÷åñêèõ
çàáîëåâàíèé è áîëüøå îò èíôåêöèîííûõ. Âòîðàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê "áàêòåðè-
àëüíûé"ôàêòîð, ñ îäíîé ñòîðîíû, óâåëè÷èâàþùèé ñìåðòíîñòü îò èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íå ïîçâîëÿþùèé óâåëè÷èâàòü ñìåðòíîñòü îò ðàêà.

Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î íåáëàãîïîëó÷íîé îáñòàíîâêå â ñòðàíå. Ñàìîé íåáëàãî-
ïîëó÷íîé ñòðàíîé âî âñåõ îòíîøåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ Ðîññèÿ, òàê êàê îòðèöàòåëüíû îáà ôàêòîðà. Ñàìîé áëàãîïîëó÷íîé
ñòðàíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ "áàêòåðèàëüíîãî"ôàêòîðà, ÿâëÿåòñÿ Ìåêñèêà. Ïðîòèâîïîëîæíîå ìåñòî çàíèìàåò Âåíãðèÿ.
Ñàìîé áëàãîïîëó÷íîé ñòðàíîé ÿâëÿåòñÿ ßïîíèÿ.
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3 Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è ïðîãíîçà
3.1 Áàéåñîâñêàÿ ïðîöåäóðà êëàññèôèêàöèè

Ïðåäñòàâèì äàííûå î ñìåðòíîñòè â 19 ñòðàíàõ (òàáë.1) â âèäå äâóõ ïîïóëÿöèé: ê ïåðâîé ïîïóëÿöèè W1

îòíåñåì ñòðàíû, íèêîãäà íå ñòðîèâøèå ñîöèàëèçì, à êî âòîðîé Ðîññèþ, Áîëãàðèþ, Âåíãðèþ, Ðóìûíèþ è Ïîëüøó.
Ïîñêîëüêó Ãåðìàíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ïîëîâèí, îäíà èç êîòîðûõ ñòðîèëà ñîöèàëèçì, à äðóãàÿ íåò, òî íå ïîíÿòíî, ê
êàêîé ïîïóëÿöèè ñòîèò åå îòíåñòè. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî äîâåðèòü ïðîãðàììå äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà,
êîòîðûé íà îñíîâå äàííûõ î ïîïóëÿöèÿõ ðàçðàáàòûâàåò ïðîöåäóðó êëàññèôèêàöèè.

Ïóñòü X = (x1, . . . , xp)T íåêîòîðûé âåêòîð íàáëþäåíèé p ïðèçíàêîâ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îòíåñòè åãî
ê îäíîé èç k ïîïóëÿöèé W1, . . . , Wk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

qi = P (Wi) � àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð X ∈ Wi,
fi(X) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèè Wi,
Pij � âåðîÿòíîñòü îòíåñåíèÿ ê ïîïóëÿöèè Wi ýëåìåíòà èç ïîïóëÿöèè Wj .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû èçâåñòíû. Àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü P (Wj |X) âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

Áàéåñà

P (Wj |X) =
qjfj(X)

k∑
i=1

qifi(X)

(8)

è îçíà÷àåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåêòîð íàáëþäåíèé îòíîñèòñÿ ê ïîïóëÿöèè Wj . Áàéåñîâñêàÿ ïðîöåäóðà
îòíîñèò íàáëþäåíèå X ê Wi â ñëó÷àå, êîãäà àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü P (Wj |X) ìàêñèìàëüíà. Ïîñêîëüêó â
âûðàæåíèÿõ äëÿ àïîñòðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé çíàìåíàòåëü îäèí è òîò æå, òî ìàêñèìàëüíûì äîëæåí áûòü òîëüêî
÷èñëèòåëü âèäà qjfj(X),êîòîðûé â ñëó÷àå Áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû êëàññèôèêàöèè íàçûâàþò äèñêðèìèíàíòíîé
ôóíêöèåé.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèé ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè N(µi,Σ) ñ îäíîé è òîé æå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé
Σ, òî äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

δi = µi
T Σ−1X − 1

2
µi

T Σ−1µi + ln qi = αT
i X + γi + ln qi,

ãäå αi = Σ−1µi, γi = − 1
2
µi

T Σ−1µi. Âåêòîð X îòíîñèòñÿ ê òîé ïîïóëÿöèè, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòíîé
ôóíêöèè ìàêñèìàëüíî.

Â ñëó÷àå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ µ è Σ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èõ âûáîðî÷íûìè îöåíêàìè. Ïóñòü ni îáúåì
âûáîðêè, îòíîñÿùåéñÿ ê ïîïóëÿöèè Wi, X̄i âåêòîð ñðåäíèõ èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îöåíêè µi, Si � îöåíêà êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû äëÿ ïîïóëÿöèè Wi. Â êà÷åñòâå îöåíêè îáùåé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû áåðåòñÿ îöåíêà

S =

k∑
i=1

(ni − 1)Si

k∑
i=1

ni − k

.

Òîãäà â êà÷åñòâå îöåíêè äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè

di = aT
i X + gi + ln qi = aT

i X + ci, (9)

ãäå ai = S−1X̄i, gi = − 1
2
XT

i S−1Xi, ci = gi + ln qi. Âåêòîð X ∈ Wi, åñëè di ìàêñèìàëüíî.
Ïîñòðîèì ïðîöåäóðó êëàññèôèêàöèè ñòðàí íà k = 2 ïîïóëÿöèè ïî ÷åòûðåì ïðèçíàêàì (òàáë.1). Îáúåì ïåðâîé

âûáîðêè W1 ðàâåí n1 = 13, Îáúåì âòîðîé W2 ðàâåí n2 = 5, n = n1 + n2 = 13 + 5 = 18. Îöåíèì àïðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè: q̂1 = n1/n = 13/18, q̂2 = n2/n = 5/18. Ïðîãðàììà äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà âûäàåò ñëåäóþùèå
êîýôôèöèåíòû äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè.

êîýôôèöèåíòû W1 W2

ñì-òü îò çàáîë.ñèñò.êð. ai1 0.1089 0.204
ñì-òü îò çë.íîâîîáð. ai2 0.3463 0.429
ñì-òü îò èíô.çàáîë. ai3 1.0321 1.161
ñì-òü îò íåñ÷.ñë. ai4 −0.1151 −0.121

ci −50.2567 −113.593

Âåêòîð íàáëþäåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèé Ãåðìàíèè, íå ó÷àñòâóþùåé â ïîñòðîåíèè äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè, èìååò
âèä: X = (343.8, 196.7, 5.5, 41.2)T . Ïîëó÷èì çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè (9) â ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòè
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âåêòîðà X ïîïóëÿöèè W1:

aT X + c = [0.1089, 0.3463, 1.0321,−0.0051]




343.8
196.7
5.5
41.2


− 50.2567 = 56.2243

è â ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà X ïîïóëÿöèè W2:

aT X + c = [0.204, 0.429, 1.161,−0.121]




343.8
196.7
5.5
41.2


− 113.593 = 42.3965.

Çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà X ïîïóëÿöèè W1 âûøå, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ïîêàçàòåëÿì ñìåðòíîñòè Ãåðìàíèÿ îòíîñèòñÿ ê ñòðàíàì, íèêîãäà íå ñòðîèâøèì ñîöèàëèçì.

Óêàçàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êëàññèôèêàöèè âñåõ ñòðàí, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè ýòîé
ïðîöåäóðû. Ðåçóëüòàòû ýòîé ïðîâåðêè îáû÷íî çàíîñÿòñÿ â òàáëèöó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îøèáî÷íîé
êëàññèôèêàöèè.

îòíîñèòñÿ ê W1 îòíîñèòñÿ ê W2 ni

ïðèíàäëåæèò W1 13 0 18
ïðèíàäëåæèò W2 0 5 5

Âñåãî 13 5 18

Â íàøåì ïðèìåðå ïðîöåäóðà êëàññèôèêàöèè áåçóêîðèçíåíà, âñå ýëåìåíòû èç ïîïóëÿöèè Wi ê íåé è îòíîñÿòñÿ â
ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà.

3.2 Êëàññèôèêàöèÿ â ñëó÷àå áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
Ïóñòü èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îòíåñåíèÿ îáúåêòà ê îäíîé èç k ïîïóëÿöèé ñ áèíîìèàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, òî
åñòü èìåþòñÿ äàííûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîñòîÿò òîëüêî èç íóëåé è åäèíèö (íàïðèìåð, îòâåòû "äà"è "íåò"íà ðÿä
âîïðîñîâ èëè íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íåêîòîðûõ ñèìïòîìîâ). Â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ êëàññèôèöèðîâàòü îáúåêò
íà îñíîâå íàëè÷èÿ ("äà") èëè îòñóòñòâèÿ ("íåò") p ñîáûòèé. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî i-ãî ñîáûòèÿ j = 1, . . . , p,
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

Xj =

{
1, 'äà',
0, 'íåò'

Ïîëîæèì P (Xj = 1|Wi) = pij è P (Xj = 0|Wi) = 1− pij äëÿ i = 1, . . . , k ïîïóëÿöèé. Òîãäà çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Xj

äëÿ ïîïóëÿöèè Wi ïðè çíà÷åíèÿõ p ïðèçíàêîâ xj = 0 èëè xj = 1 èìååò âèä

fi(xj) = p
xj

ij (1− pij)
1−xj =

{
pij , ïðè xj = 1

1− pij , ïðè xj = 0
.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîïóëÿöèþ W1 (13 ñòðàí, íèêîãäà íå ñòðîèâøèõ ñîöèàëèçì, n1 = 13) è ïîïóëÿöèþ W2

(5 ñòðàí, íåêîãäà ñòðîèâøèõ ñîöèàëèçì, n2 = 5, n1 + n2 = n = 18). ×èñëî ïîïóëÿöèé k = 2, ÷èñëî ïðèçíàêîâ
p = 4 (X1 � íèçêàÿ (0) èëè âûñîêàÿ (1) ñìåðòíîñòü îò çàáîëåâàíèé ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ, X2 � íèçêàÿ (0)
èëè âûñîêàÿ (1) ñìåðòíîñòü îò çëîêà÷åñòâåííûõ íîâîîáðàçîâàíèé, X3 � íèçêàÿ (0) èëè âûñîêàÿ (1) ñìåðòíîñòü îò
èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé, X4 � íèçêàÿ (0) èëè âûñîêàÿ (1) ñìåðòíîñòü îò íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è äðóãèõ âíåøíèõ
âîçäåéñòâèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç nij (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , p) êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé èç ïîïóëÿöèè Wi ñî çíà÷åíèÿìè j-ãî
ïðèçíàêà, ðàâíûìè 1. Íàïðèìåð, â ïîïóëÿöèè W2 âî âñåõ ñòðàíàõ âûñîêàÿ ñìåðòíîñòü îò çàáîëåâàíèé ñèñòåìû
êðîâîîáðàùåíèÿ, ò.å. ó âñåõ èíäèâèäîâ âñå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà X1 ðàâíû 1, ïîýòîìó n21 = 5 è îöåíêà âåðîÿòíîñòè
âûñîêîé ñìåðòíîñòè îò çàáîëåâàíèé ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ â ñòðàíàõ, êîãäà-òî ñòðîèâøèõ ñîöèàëèçì, ðàâíà
p̂21 = n21/n2 = 5/5 = 1. Â ïîïóëÿöèè W1 â äåâÿòè ñòðàíàõ (n12 = 9) èç òðèíàäöàòè (n1 = 13) èìååì çíà÷åíèÿ
âòîðîãî ïðèçíàêà, ðàâíûå 1, è îöåíêà âåðîÿòíîñòè p12 âûñîêîé ñìåðòíîñòè îò çëîêà÷åñòâåííûõ íîâîîáðàçîâàíèé
â ñòðàíàõ, íèêîãäà íå ñòðîèâøèõ ñîöèàëèçì, ðàâíà p̂12 = n12/n1 = 9/13 = 0.692.

nij X1 X2 X3 X4

W1 5 9 3 7
W2 5 3 2 5

p̂ij X1 X2 X3 X4

W1 0, 385 0, 692 0, 230 0.538
W2 1 0.6 0.4 1
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü íåçàâèñèìîñòü ïðèçíàêîâ X1, . . . , Xp, òî ñîâìåñòíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

fi(x1, . . . , xp) = fi(x1) · . . . · fi(xp), i = 1, . . . , k.

Ïîëàãàÿ, ÷òî èçâåñòíû àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè q1, . . . , qk è îäèíàêîâû ñòîèìîñòè îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè,
âû÷èñëèì àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè:

P (Wi|x1, . . . , xp) =
qifi(x1, . . . , xp)

k∑
m=1

qmfm(x1, . . . , xp)

.

Ñëó÷àéíûé âåêòîð X ñî çíà÷åíèÿìè (x1, . . . , xp)T îòíîñèòñÿ ê ïîïóëÿöèè Wi, äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà àïîñòåðèîðíîé
âåðîÿòíîñòè ìàêñèìàëüíà.

Âûÿñíèì, ê êàêîé ïîïóëÿöèè W1 èëè W2 áóäåò îòíåñåíà Ãåðìàíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè ïðèçíàêîâ X = (1100)T

ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîöåäóðû êëàññèôèêàöèè. Â êà÷åñòâå îöåíîê àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàññìîòðèì q̂1 = n1/n =
13/18 = 0.722 è q̂2 = n2/n = 5/18 = 0.278. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü çíà÷åíèå âåêòîðà X = (1100)T ïðè óñëîâèè
ïîïóëÿöèè W1 ðàâíà

f̂1(1, 1, 0, 0) = f̂11(1) · f̂12(1) · f̂13(0) · f̂14(0) =

= p̂11p̂12(1− p̂13)(1− p̂14) =

= 0, 385 · 0, 692 · (1− 0, 230) · (1− 0.538) = 0.0945.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü çíà÷åíèå âåêòîðà X = (1100)T èç ïîïóëÿöèè W1, ðàâíóþ

q̂1f̂1(1, 1, 0, 0) = 0.722 · 0.0945 = 0.0683.

Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü çíà÷åíèå âåêòîðà X = (1100)T ïðè óñëîâèè ïîïóëÿöèè W2 ðàâíà

f̂2(1, 1, 0, 0) = f̂21(1) · f̂22(1) · f̂23(0) · f̂24(0) =

= p̂21p̂22(1− p̂23)(1− p̂24) = 1 · 0.6 · (1− 0.4) · (1− 1) = 0.

Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü çíà÷åíèå âåêòîðà X = (1100)T èç ïîïóëÿöèè W2 ðàâíà

q̂2f̂2(1, 1, 0, 0) = 0.278 · 0 = 0.

Îöåíêè àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé èìåþò âèä:

P (W1|1, 1, 0, 0) =
q̂1f̂1(1, 1, 0, 0)

q̂1f̂1(1, 1, 0, 0) + q̂2f̂2(1, 1, 0, 0)
=

0.0683

0.0683 + 0
= 1,

P (W2|1, 1, 0, 0) =
q̂2f̂2(1, 1, 0, 0)

q̂1f̂1(1, 1, 0, 0) + q̂2f̂2(1, 1, 0, 0)
=

0

0.0683 + 0
= 0.

Íàèáîëüøàÿ àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå ïîïóëÿöèè W1, ò.å. êàê è â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèõ
ïðèçíàêîâ Ãåðìàíèÿ îòíîñèòñÿ ê ïîïóëÿöèè, íèêîãäà íå ñòðîèâøåé ñîöèàëèçì.

Ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðåäïîëîæåíèå î íåçàâèñèìîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî êîãäà âñå àïðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè ðàâíû, äëÿ êëàññèôèêàöèè èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîé êîìáèíàöèè çíà÷åíèé
ïðèçíàêîâ âû÷èñëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ äîëþ îáúåêòîâ â êàæäîé âûáîðêå. Íîâûé îáúåêò, çàäàâàåìûé êîìáèíàöèåé
çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ, îòíîñèòñÿ ê ïîïóëÿöèè, âûáîðêà èç êîòîðîé èìååò íàèáîëüøóþ äîëþ îáúåêòîâ ñ òàêîé
êîìáèíàöèåé.

Ïóñòü, íàïðèìåð, k = 2, p = 4. Ïî äâóì âûáîðêàì îáúåìà n1 = 13 è n2 = 5 ñîñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òàáëèöà
âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ íàáîðà ïðèçíàêîâ:

Êîä çíà÷åíèÿ ÷àñòîòà êîäà âåðîÿòíîñòè êîäà
k ïðèçíàêîâ â W1 â W2 â W1 â W2

2 0100 4 0 1 0
3 1100 1 0 1 0
4 0010 1 0 1 0
9 1001 2 1 0.667 0.333
10 0101 2 0 1 0
11 1101 1 2 0.333 0.667
12 0011 1 0 1 0
13 1011 0 1 0 1
15 1111 1 1 0.5 0.5

Ãåðìàíèÿ ñ êîìáèíàöèåé ïðèçíàêîâ X = (1100)T áóäåò îòíåñåíà ê ïîïóëÿöèè W1, òàê êàê âåðîÿòíîñòü òàêîãî
íàáîðà çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ â ïîïóëÿöèè W1 ðàâíà 1, à â ïîïóëÿöèè W2 ðàâíà 0.
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3.3 Ìíîæåñòâåííàÿ ðåãðåññèÿ è çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ
Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå äàííûõ ÷àñòî áûâàåò íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü âëèÿíèå íà íåêîòîðûé ïðèçíàê

(åãî íàçûâàþò "çàâèñèìîé"ïåðåìåííîé) ðÿäà äðóãèõ ïðèçíàêîâ (èõ íàçûâàþò "íåçàâèñèìûå"ïåðåìåííûå). Åñëè
ýòî âëèÿíèå ñóùåñòâåííî, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñïðîãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå "çàâèñèìîé"ïåðåìåííîé ïðè
èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ "íåçàâèñèìûõ"ïåðåìåííûõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïóñòü èìåþòñÿ p "íåçàâèñèìûõ"ïåðåìåííûõ
X1, . . . , Xp è "çàâèñèìàÿ"ïåðåìåííàÿ Y = X0. Ìàòðèöà íàáëþäåíèé èìååò âèä {xij}, i = 0, . . . , p, j = 1, . . . , n, ãäå
xij � çíà÷åíèå i-ãî ïðèçíàêà j-ãî èíäèâèäà, n � êîëè÷åñòâî èíäèâèäîâ.

Ðåãðåññèåé íàçûâàþò ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

E(Y |X1, . . . , Xp)

ïåðåìåííîé Y â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xp. Ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óðàâíåíèå

Y = E(Y |X1, . . . , Xp) + ε,

ãäå ε � ñëó÷àéíàÿ íå ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé σ2. Äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé óäîáíîé îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè â âèäå

Y = β0 + β1X1 + . . . + βpXp + ε.

Êîýôôèöèåíòû β0, β1, . . . , βp íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåãðåññèè.
Èòàê, íóæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû β0, β1, . . . , βp, ïî êîòîðûì íàèëó÷øèì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñêàçàòü Y , ò.å.

ïîñòðîèòü íàèëó÷øèé ëèíåéíûé ïðåäèêòîð Ŷ (X1, . . . , Xp) âèäà

Ŷ (X1, . . . , Xp) = β0 + β1X1 + . . . + βpXp

â ñìûñëå ìèíèìàëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êâàäðàòà ðàçíîñòè îòêëîíåíèÿ îò ïåðåìåííîé Y (E(Y −
Ŷ (X1, . . . , Xp))2 → min.

Íà ïðàêòèêå îöåíêè bk = β̂k êîýôôèöèåíòîâ ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïîëó÷àþò èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè
âûðàæåíèÿ

Σ =

n∑
j=1

(yj − β0 − β1x1j − . . .− βpxpj)
2.

Ðàçíîñòü Y − Ŷ íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì. Âàæíûì ñâîéñòâîì îñòàòêà ÿâëÿåòñÿ åãî íå êîððåëèðîâàííîñòü íè ñ
îäíîé èç ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xp, âõîäÿùèõ â ïðåäèêòîð Ŷ (X1, . . . , Xp).

Ðàññìîòðèì íàèëó÷øèå ëèíåéíûå ïðåäñêàçàíèÿ Ŷ (X2, . . . , Xp) è X̂1(X2, . . . , Xp) ïåðåìåííûõ Y è X1 ïî ïåðåìåííûì
X2, . . . , Xp. Îñòàòêè Y − Ŷ (X2, . . . , Xp) è X1 − X̂1(X2, . . . , Xp) íå êîððåëèðîâàíû íè ñ îäíîé èç ïåðåìåííûõ
X2, . . . , Xp. Ïî ñóòè äåëà ýòî òå æå ïåðåìåííûå Y è X1, èç êîòîðûõ óñòðàíåíî âëèÿíèå ïåðåìåííûõ X2, . . . , Xp.
Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ρY x1 ìåæäó îñòàòêàìè Y − Ŷ (X2, . . . , Xp) è X1 − X̂1(X2, . . . , Xp) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì
êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü äîñòîâåðíîñòü ïðîãíîçà, ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ èñòî÷íèêàìè
âàðèàöèè ïåðåìåííîé Y . Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì äèñïåðñèè ÿâëÿåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé îò ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ȳ = 1

n

n∑
j=1

yj ïåðåìåííîé Y âèäà:

SST =

n∑
j=1

(yj − ȳ)2.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî SST ðàñêëàäûâàåòñÿ íà äâå ñóììû êâàäðàòîâ SST = SSR + SSE , ãäå

SSR =

n∑
j=1

(ŷj − ȳ)2

ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì âàðèàöèè, îáóñëîâëåííûì ðåãðåññèåé, à

SSE =

n∑
j=1

(yj − ŷj)
2

ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì âàðèàöèè, îáóñëîâëåííûì îøèáêîé. ×åðåç ŷj îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ïðåäèêòîðà ŷj = β0 +
β1x1j + . . . + βpxpj .
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Äîëÿ äèñïåðñèè, îáúÿñíÿåìàÿ ðåãðåññèåé, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ

R2 =
SSR

SST

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äåòåðìèíàöèè. ×åì áëèæå êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè ê åäèíèöå, òåì áëèæå òî÷êè
íàáëþäåíèé ê ïðåäèêòîðó, òåì áîëåå äîñòîâåðåí ïðîãíîç. Êîðåíü èç êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâåííûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè. Îí ðàâåí êîððåëÿöèè ìåæäó ïåðåìåííîé Y è åå íàèëó÷øèì ïðåäñêàçàíèåì
Ŷ (X1, . . . , Xp).

Â êà÷åñòâå îöåíêè äèñïåðñèè σ2 ðàññìàòðèâàþò σ̂2 = SSE
n−p−1

. Çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè, ò.å.
ãèïîòåçó îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà íóëþ R2 îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèêè Ôèøåðà âèäà:

F =
SSR/p

SSE/(n− p− 1)
,

êîòîðàÿ ïðè ðàâåíñòâå R2 = 0 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ p è n − p − 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. P -çíà÷åíèå
èëè çíà÷èìîñòü α∗ = P{F > F∗} óêàçûâàåò, íàñêîëüêî ìîæíî äîâåðÿòü ïðîãíîçó. Åñëè α∗ < 0.05, òî ãèïîòåçà
îòíîñèòåëüíî ðàâåíñòâà íóëþ R2 îòâåðãàåòñÿ , è ïðîãíîçó ìîæíî äîâåðÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé 0.95.

Èññëåäóåì âëèÿíèå íà ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà è êîëè÷åñòâîì ïðîäàâàåìîé âîäêè.

Ãîäà Ïðîäîëæ-òü Íàö.áîãàòñâî Âîäêà
æèçíè Y (ìëðä.äîë.) X1 (áóò.â ãîä) X2

1970 68.9 2372* 25.3
1975 68.1 2372* 28
1980 67.6 2489 30
1985 69.2 3379 23.5
1990 69.2 4130 18
1995 64.6 1171 38.4
1998 67 689 29.6

Â ýòîé òàáëèöå çâåçäî÷êàìè îòìå÷åíû àðòåôàêòû èëè íåïîëíûå íàáëþäåíèÿ. Ïîñêîëüêó äàííûå î íàöèîíàëüíîì
áîãàòñòâå â 1970 è 1975 ãîäàõ îòñóòñòâóþò, âìåñòî ïðî÷åðêîâ óêàçàíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà.
Èìååì n = 7, p = 2.

Ïîñòðîèì êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó ïî òðåì óêàçàííûì ïðèçíàêàì è òàáëèöó ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷èìîñòåé
êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ñîãëàñíî ñòàòèñòèêå Ñòüþäåíòà (3).

r Y X1 X2

Y 1
X1 0.72 1
X2 -0.93 -0.8 1

α∗ Y X1 X2

Y
X1 0.068
X2 0.0024 0.0307

Óðàâíåíèå ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè èìååò âèä:

Y = 75.05− 0.00009x1 − 0.2557x2 + ε, (10)

ãäå ε � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé σ2. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,
÷òî êîððåëÿöèÿ ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè Y è íàöèîíàëüíûì áîãàòñòâîì X1 çíà÷èìà (α∗ = 0.068)
è ïîëîæèòåëüíà, ò.å. ÷åì áîëüøå íàöèîíàëüíîå áîãàòñòâî, òåì ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè. Îäíàêî â óðàâíåíèè
ðåãðåññèè âèäíî, ÷òî ñëåäñòâèåì óâåëè÷åíèÿ íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè
æèçíè. Ýòîò ïàðàäîêñ ìîæåò áûòü îáúÿñíåí ïðè ïîìîùè ÷àñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè.

Ðàññìîòðèì ïðåäèêòîðû Ŷ (X2) è X̂1(x2) ïåðåìåííûõ Y è X1 ïî ïåðåìåííîé X2, ò.å. ëèíåéíûå ïðîãíîçû
ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè è íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà â çàâèñèìîñòè îò îáúåìîâ ïðîäàâàåìîé âîäêè:

Ŷ (X2) = 74.46− 0.242X2,

X̂1(X2) = 6429− 151.159X2.

Åñëè áû âîäêè íå ïðîäàâàëîñü, òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè ðàâíÿëàñü áû 74.46, à íàöèîíàëüíîå áîãàòñòâî
ðàâíÿëîñü áû 6429.

Ñîñòàâèì òàáëèöó, â êîòîðîé áóäåò îòðàæåíà äèíàìèêà ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè è íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà
ïðè óñëîâèè, åñëè áû âîäêà íå ïðîäàâàëàñü âîîáùå.
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Ãîäà Óñë.ïðîäîëæ-òü æèçíè Óñë.íàö.áîãàòñâî (ìëðä.äîë.)
Y − Ŷ (X2) + 74.46 X1 − X̂1(X2) + 151.159

1970 75 6196,3*
1975 74,9 6604,5*
1980 74,9 7023,8
1985 74,9 6931,2
1990 73,6 6850,9
1995 73,9 6975,5
1998 74,2 5163,3

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó Y − Ŷ (X2) + 74.46 è X1 − X̂1(X2) + 151.159 ðàâåí −0.11 (α∗ = 0.4072).
Çíà÷èìîñòü 0.4072 óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè è íàöèîíàëüíûì
áîãàòñòâîì ïðè óñëîâèè, åñëè áû îáúåìû ïðîäàâàåìîé âîäêè âî âñå ãîäû áûëè îäèíàêîâû.

Èòàê, ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè è íàöèîíàëüíûì áîãàòñòâîì êîððåëÿöèè íå îáíàðóæèâàåòñÿ. Íî ïðè
óìåíüøåíèè íàöèîíàëüíîãî áîãàòñòâà óâåëè÷èâàåòñÿ îáúåì ïðîäàâàåìîé âîäêè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè. Òàê îáúÿñíÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå êîððåëÿöèè ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè
è íàöèîíàëüíûì áîãàòñòâîì.

Ïðîâåðèì çíà÷èìîñòü ìîäåëè, ò.å. ïðîâåðèì ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå íóëþ êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè. SST =
16.14, SSR = 14.11, SSE = 2.03, R2 = 14.11/16.14 = 0.874. Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Ôèøåðà ðàâíî

F =
14.11/2

2.03/(7− 2− 1)
= 13.88.

Â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå R2 = 0 ñòàòèñòèêà F èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ 2 è 7−2−1 = 4
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Çíà÷èìîñòü ðàâíà α∗ = P{F > 13.88} = 0, 0159. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé
0.9841 ìîæíî äîâåðÿòü ïðîãíîçó (10). Îöåíêà äèñïåðñèè ðàâíà σ̂2 = SSE/(n− p− 1) = 2.03/4 = 0.5075.

23


