
Теорема Муавра-Лапласа

Рис.: Биномиальное распределение с параметрами n = 100 и
p = 0.2



Теорема Муавра-Лапласа

Пусть случайная величина ξ имеет биномиальное
распределение β(x|n, p). µ = Eξ = np, σ2 = Eξ = npq.
Для вычисления вероятности P{a < ξ < b} используют так
называемую интегральную теорему Муавра-Лапласа.

P{a < ξ < b} = F(b|np,√npq)− F(a|np,√npq),

где через F(x|µ, σ) обозначена функция нормального
распределения. Например, при n = 30, p = 0.2 имеем
np = 6,√npq = 2.19,

P{4 < ξ < 8} = F(8|np,√npq)− F(4|np,√npq) = 0.6386.

Для вычисления F(x|µ, σ) и f(x|µ, σ) можно использовать
функцию НОРМРАСП, в которой нужно указать
соответствующие параметры среднего и стандартного
отклонения, а также ИНТЕГРАЛЬНАЯ=1 или
ИНТЕГРАЛЬНАЯ=0.



Решение задач на теорему Муавра-Лапласа

В коллективе 100 человек и начальник. Начальник выбирает
правильное решение с вероятностью 0.95, а каждый член
коллектива с вероятностью 0.8. Что лучше диктат или
демократия?

Вычислим среднее µ = np = 80, стандартное отклонение
σ =
√npq = 4 и вероятность правильного решения при

демократии, то есть когда число правильных решений более
половины, то есть

P{50 < ξ < +∞} = F(+∞|80, 4)− F(50|80, 4) = 1− 3 · 10−14 .

Можно показать, что при вероятности правильного решения
одного члена коллектива 0.585 уравниваются шансы
диктатора и демократии.



В страховой компании застраховано 10000 лиц. Вероятность
страхового случая равна 0.006. Каждый застрахованный
вносит 12 рублей в год, а в страховом случае компания
платит 1000. Найти 1) вероятнсть того, что компания
потерпит убыток, 2) компания получит прибыль менее 60000.

Применяем теорему Пуассона. Интенсивность
λ = np = 10000 · 0.006 = 60. Обозначим ξ случайное число
страховых случаев, а через K = 12 · 10000/1000 = 120 число
страховых случаев, при котором компания потерпит убыток.

P{ξ > 120} = 1− Fp(120|λ = 60) = 3 · 10−12.

При числе страховых случаев K < 60 прибыль окажется
более 60000. Вероятность этого события равна

P{ξ < 60} = Fp(60|λ = 60) = 0.53.



Квантиль распределения

Число zP называется квантилью распределения с
плотностью f(x), если для ξ ∼ N (0, 1) справедливо

P{ξ ≤ zP} =
x∫
−∞

f(u)du = P.

Рис.: Квантиль нормального распределения



Функция стандартного нормального распределения

Φ(x) =
x∫
−∞

1√
2π

e−
u2
2 du

Если ξ ∼ N (µ, σ), то η = ξ−µ
σ ∼ N (0, 1) и

P{a < ξ ≤ b} = P
{
a− µ
σ

<
ξ − µ
σ
≤ b− µ

σ

}
=

= Φ

(
b− µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

)

В ящике с n = 100 апельсинами вероятность бракованного p = 0.1.
Чему равна вероятность того, что ξ случайное число бракованных
больше n0 = 16?

среднее µ = np = 10, станд.отклонение σ =
√
10 · 0.9 = 3

P{16 < ξ ≤ 100} = Φ
(100−10

3

)
− Φ

(16−10
3

)
= Φ (30)− Φ (2) =

1− 0.9772 = 0.0228



Вычисление квантили z0.975 стандартного нормального
распределения

ссылка http://mystatbook.narod.ru/NormDist.txt

Рис.:



Вычисление Φ(x) при x < 0

ξ ∼ N (10, 3). Чему равна P{4 < ξ ≤ 16} ?

P{4 < ξ ≤ 16} = Φ
(16−10

3

)
− Φ

(4−10
3

)
= Φ (2)− Φ (−2) =

= 0.9772− (1− 0.9772) = 0.9545



Задачи для самостоятельного решения

1
Вероятность запомнить одно слово на уроке в процессе
изучения иностранного языка равна p = 0.4. Какова
вероятность, что из n = 50 новых слов ученик запомнит не
менее 23 и не более 30.

2
Вероятность запомнить одно слово на уроке в процессе
изучения иностранного языка равна p = 0.75. Какова
вероятность, что из n = 40 новых слов ученик запомнит не
менее 23.



Проверка

1
Вероятность запомнить одно слово на уроке в процессе изучения
иностранного языка равна p = 0.4. Какова вероятность, что из n = 50
новых слов ученик запомнит не менее 23 и не более 30.

µ = np = 20, σ =
√
µ · 0.6 =

√
12 = 3.46, a = 23, b = 30.

P{23 < ξ ≤ 30} = Φ
(30−20

3.46

)
−Φ

(23−20
3.36

)
= Φ (2.89)−Φ (0.87) =

0.9981− 0.8068 = 0.1913

2
Вероятность запомнить одно слово на уроке в процессе изучения
иностранного языка равна p = 0.75. Какова вероятность, что из n = 40
новых слов ученик запомнит не менее 23.

µ = np = 30, σ =
√
µ · 0.25 =

√
7.5 = 2.74, a = 40, b = 23.

P{23 < ξ ≤ 40} = Φ
(40−30

2.74

)
− Φ

(23−30
2.74

)
=

Φ (3.65)− Φ (−2.56) = 1− (1− 0.9946) = 0.9946



Задачи про значимость частот

Сколько необходимо провести испытаний, чтобы вероятность
того, что отклонение относительной частоты успеха от его
вероятности p = 2

3 будет меньше δ = 0.01, равна P = 0.995?

x1, . . . , xn ∈ {0, 1}, вероятность успеха p, Exi = p и Dxi = pq.

η = 1
n

n∑
i=1

xi – относительная частота

µ = Eη = E

(
1
n

n∑
i=1

xi

)
=

1
n

n∑
i=1

Exi = p,

σ2 = Dη = D

(
1
n

n∑
i=1

xi

)
=

1
n2

n∑
i=1

Dxi =
pq
n

=
2
9n

.



P{−z1−α
2
< ε < z1−α

2
} = 1− α = P, где ε =

η − Eη√
Dη

∼ N (0, 1),

Q = 1− α
2 = 1− 1−P

2 = 1+P
2 = 1+0.995

2 = 0.9975, zQ = 2.81



P
{∣∣∣∣η − Eη√

Dη

∣∣∣∣ < zQ
}

= 0.995

P
{
|η − p| < zQ

√
Dη
}

= 0.995

zQ
√

Dη = δ ⇐⇒
2 · z2Q
9n

= δ2

n2 =
2 · 2.812

9 · 0.012 = 17422.22, n ≈ 132.



Решение задач на теорему Муавра-Лапласа

В каждом из 21 ящика содержится по n = 100 яблок. В случайно
выбраном ящике обнаружили три бракованных яблока µ = 3 . Оценить
с гарантированной вероятностью P = 0.97 количество бракованных
яблок в оставшихся 20 ящиках.

P{−zQ <
µ− np√
np(1− p)

≤ zQ} = P, где Q =
1 + P
2

, zQ = 2.17

Найдем граничные значения p, решив квадратное уравнение
(µ− np)2 = z2Qnp(1− p), a = n2 + z2Qn, b = −z2Qn + 2µn, c = µ2

10471p2 − 1071p + 9 = 0, D = b2 − 4ac = 769936,
p = −b±

√
D

2a ∈ {0.009, 0.093}. Следовательно, среди N = 2000
яблок бракованных будет от 18 до 186 яблок.



Для самостоятельного решения

При проверке коробки с 300 персиками обнаружили 20
испорченных. Найти с вероятностью 0.82 границы
испорченных персиков в 50 аналогичных коробках. ( от 747
до 1330)



Решение задач на повторение

Урновая схема
В группе 20 человек, из которых 5 пришли с температурой.
К доске вызваны трое. Чему равна вероятность того, что
среди них будет хотя бы один больной?

Всего как шаров в урне N = 20, из них M = 5 больных как
красных шаров. Выбираем наугад n = 3. Обозначим через Pk
вероятность того, что из n вызванных к доске больных равно
k. Нужно найти вероятность

P1 + P2 + P3 =
C1

5C
2
15

C3
20

+
C2

5C
1
15

C3
20

+
C3

5C
0
15

C3
20

=

= 0.4605 + 0.1316 + 0.0088 = 0.6009

1− P0 =
C0

5C
3
15

C3
20

= 1− 0.3991 = 0.6009



Решение задач на повторение

На формулу Байеса
Известно, что 5% мужчин дальтоники, и 0.25 % женщин
дальтоники. В обществе из 60 женщин и 40 мужчин наугад
выбраное лицо является дальтоником. Чему равна
вероятность, что это мужчина?

Полная группа событий: A1 - случайно выбрали мужчину, A2
женщину. Априорные вероятности: P(A1) = 0.4,P(A2) = 0.6.
Событие B – вышел дальтоник. Условные вероятности:
P(B|A1) = 0.05,P(B|A2) = 0.0025.

P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|A2) =

= 0.4 · 0.05 + 0.6 · 0.0025 = 0.0200 + 0.0015 = 0.0215,

P(A1|B) =
0.0200
0.0215

= 0.93



Решение задач на повторение

На биномиальное распределение
На выступлении фокусника одна четвертая зала занята его
помощниками. На сцену приглашены трое. Чему равна
вероятность того, что среди них будет хотя бы один
помощник?

Вероятность успеха, то есть приглашения на сцену своего
помощника, равна p = 0.25, вероятность неудачи q = 0.75.
Случайно выбрано n = 3. Обозначим через Pk вероятность
того, что из n = 3 приглашенных окажется k помощников.
Нужно найти вероятность

P1 + P2 + P3 = C1
3p

1q2 + C2
3p

2q1 + C3
3p

3q0 =

= 0.421875 + 0.140625 + 0.015625 = 0.578125
1− P0 = 1− C0

3p
0q3 = 1− 0.421875 = 0.578125



Примеры задач на повторение

В коробке из 50 конфет 10 с вафлями внутри. Вы выбираете
наугад 5. Чему равна вероятность того, что достанутся две
вафли?

В классе 10 девочек и 20 мальчиков. Девочки записываются
на урок домоводства с вероятностью 0.9, мальчики с
вероятностью 0.3. Кто-то сегодня записался. Чему рава
вероятность, что это мальчик?

Вероятность встретить контролера в вагоне равна 0.8. Чему
равна вероятность его встретить только один раз за пять
поездок?



Решение задач на повторение

На распределение Пуассона
Какова вероятность того, что из 1460 людей не более 3
родились 31 декабря?

Имеем n = 1460, p = 1
365 , λ = np = 1460

365 = 4. Пусть ξ
случайное число людей, родившихся 31 декабря.

P{ξ ≤ 3} = P0 + P1 + P2 + P3 = e−4 ·
(
40

0!
+

41

1!
+

42

2!
+

43

3!

)
=

= 0.0183156 ·
(
1 + 4 + 8 + 10

2
3

)
= 0.4334

Человек, заболевший гриппом, получает осложнение с
вероятностью p = 0.05. Какова вероятность, что из n = 110
заболевших осложение получат не более трех?



Решение задач на повторение

Среднее и дисперсия
Анализируя собственную успеваемость, ученик обнаружил,
что вероятность получить за контрольную двойку у него 0.1,
тройку 0.3, четверку 0.4 и пятерку 0.2. Какая оценка
ожидается на следующей контрольной? Чему равна
дисперсия?

ξ :

{
2 3 4 5
0.1 0.3 0.4 0.2

}
Eξ = 2 · 0.1 + 3 · 0.3 + 4 · 0.4 + 5 · 0.2 = 0.2 + 0.9 + 1.6 + 1 = 3.7

Eξ2 = 22 · 0.1 + 32 · 0.3 + 42 · 0.4 + 52 · 0.2 =

= 0.4 + 2.7 + 6.4 + 5 = 14.5
Dξ = Eξ2 − (Eξ)2 = 14.5− 3.72 = 0.81



Решение задач на повторение

У брата распределение оценок оказалось другим.

ξ :

{
2 3 4 5
0.3 0.2 0.2 0.3

}
Кто учится лучше? И у кого меньше вариабельность?



Характеристики распределений

Найти Eξ,Dξ, σ случайной величины с функцией распределения(
xi −2 0 3
pi 0.4 0.3 0.3

)

Eξ = 0.6 · 0.4 + 2 · 0.3 + 3 · 0.3 = 0.1
Eξ2 = (−2)2 · 0.4 + 02 · 0.3 + 32 · 0.3 = 1.6 + 2.7 = 4.3
Dξ = Eξ2 − (Eξ)2 = 4.3− 0.12 = 4.29
σ =
√
4.29 = 2.071

Стрелок, попадающий в цель с вероятностью p = 0.6 производит не
более 4-х выстрелов до первого промаха. Пусть ξ число попаданий.

Найти Eξ,Dξ, σ.
(

xi 0 1 2 3 4
pi q pq p2q p3q p4

)

Eξ = pq + 2p2q + 3p3q + 4p4 = 1.3056
Eξ2 = pq + 22p2q + 32p3q + 42p4 = 3.6672
Dξ = Eξ2 − (Eξ)2 = 3.6672− 1.30562 = 1.96
σ =
√
1.96 = 1.4


