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Ââåäåíèå

Ïðîãðåññ â ðàçâèòèè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ïðîãðàììíîãî
îáåïå÷åíèÿ îòêðûë äîñòóï ê áèîñòàòèñòèêå ñïåöèàëèñòàì øèðîêîãî
ïðîôèëÿ è ðàçíîãî óðîâíÿ êîìïåòåíòíîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

”
ýêñïåðèìåíòàòîðû“, êîòîðûìè ïî òðàäèöèè áèîìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìèíàðà 1 íàçûâàþòñÿ õîçÿåâà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ: âðà÷è, áèî-
ëîãè, ëèíãâèñòû, èñòîðèêè, ïñèõîëîãè � ïðè íåáîëüøîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ïîääåðæêå ìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íóæíîé
ïðîãðàììîé è èíòåðïðåòèðîâàòü ðåçóëüòàòû â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîá-
ñòâåííûìè çàäà÷àìè.

Îò ñïåöèàëèñòîâ ñ ïðîôåññèîíàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãî-
òîâêîé òðåáóåòñÿ ÷åòêî îðèåíòèðîâàòüñÿ â òîì, ãäå, êîãäà è ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîò èëè èíîé ìåòîä. Áîëåå
ñëîæíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ïîÿâëåíèè êàêèõ-òî íåñòàíäàðòíûõ
óñëîâèé è â ñèòóàöèè, êîãäà èçâåñòíûå ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò àäåê-
âàòíî îòâåòèòü íà âîïðîñ. Â öåëîì, â áèîñòàòèñòèêå èñïîëüçóþò-
ñÿ òå æå ìåòîäû, ÷òî è â äðóãèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, íî
â àíàëèçå æèâûõ ñèñòåì îáðàùàþò íà ñåáÿ âíèìàíèå íåêîòîðûå
ôåíîìåíû, êîòîðûå ñ çàâèäíûì ïîñòîÿíñòâîì îáíàðóæèâàþòñÿ â
ðàçíûõ çàäà÷àõ è íåñóò âàæíóþ ñìûñëîâóþ íàãðóçêó äëÿ èõ êîí-
öåïòóàëüíûõ ðåøåíèé. Ðå÷ü èäåò î ðåöèïðîêíîñòè, ýðãîäè÷íîñòè è
ñèíîíèìèè, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé æèâîé ñèñòåìû õàðàêòåðíà ñòðó-
êòóðà âçàèìîäåéñòâèÿ åå êîìïîíåíò, ïðè êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, âîçâðàùåíèå â ñòàöèîíàðíîå ñî-
ñòîÿíèå è âçàèìîçàìåíÿåìîñòü ÷àñòåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíà
ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èìåþùèõ íåïîñðåäñòâåííîå
îòíîøåíèå ê ýòèì ÿâëåíèÿì.

Êðîìå ýòîãî, çà ïîñëåäíèå ãîäû ïðåòåðïåëè èçìåíåíèÿ è ñàìè
ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèå äàííûå. Óïîâàÿ íà èíôîðìàöèîííûå òåõíî-
ëîãèè, âðà÷-èññëåäîâàòåëü, èìååþùèé äåëî, êàê ïðàâèëî, ñ îãðîì-
íûì ñïèñêîì æàëîá íà ñàìî÷óâñòâèå è âíóøèòåëüíûì íàáîðîì ñíè-
ìàåìûõ ïîêàçàòåëåé, âûãðóæàåò âñå ýòî â ñâîþ áàçó äàííûõ. Íî
åñëè ñ íàáîðîì êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé áèîñòàòèñòèêè íàó÷å-
íû ñïðàâëÿòüñÿ áëàãîäàðÿ ëèíåéíûì ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäàì, òî
îáðàáîòêà íàáîðà êàòåãîðèàëüíûõ äàííûõ, òåì áîëåå ñ ïðîïóñêàìè,

1Áèîìåòðè÷åñêèé ñåìèíàð áûë îðãàíèçîâàí íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå â 1963 ãîäó ïîä ðóêîâîäñòâîì Î.Ì.Êàëèíèíà. Äîëãîå âðåìÿ ñîðó-
êîâîäèòåëåì ñåìèíàðà è åãî èäåéíûì âäîõíîâèòåëåì áûë À.Ã.Áàðò (1941-2007).
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îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíî, îäíîáîêî è ôðàãìåíòàðíî èç-
çà âûñîêîé òðåáîâàòåëüíîñòè ê îáúåìó âûáîðêè ìíîãîôàêòîðíûõ
ìîäåëåé. Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî èññëåäîâàíèÿ äàííûõ òàêîãî ðîäà
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî ôàêòîðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîåêòèâ-
íûå ïðîñòðàíñòâà, èíòåðïðåòèðóåìûå ñ ñèìïòîìíî-ñèäðîìàëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ. Ðàçðàáîòêå êîíöåïöèè ðåöèïðîêíîñòè è ñèíîíèìèè
÷åðåç ïðîåêòèâíûå ìåòîäû â ñòàòèñòèêå ïîñâÿùåíà ãëàâà 1. Â íåé
íà îñíîâå èíôîðìàöèîííûõ è òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñèñòåìàòèçàöèè, êëàññèôèêàöèè, äèñêðèìè-
íàöèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû íåîäíîðîäíîñòè è íå-
ïîëíîòû äàííûõ. ×åðåç ðàññëîåíèå ïîïóëÿöèé ïî íàèáîëåå èíôîð-
ìàòèâíûì ïðèçíàêàì ðåøàåòñÿ çàäà÷à óëó÷øåíèÿ êëàññèôèêàöèè.
Íà îñíîâå ìàðêîâñêèõ ñâîéñòâ îïèñûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â
çàêîíå Õàðäè-Âàéíáåðãà. Âû÷èñëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîå ñìåùåíèå äëÿ
ïëàíîâ ñ ðàñùåïëåííûìè áëîêàìè, ïðèìåíÿåìûõ â äèñïåðñèîííîì
àíàëèçå ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé ñ ïðîïóñêàìè. Îáû÷íî ïðîïóñêè
ñòàðàþòñÿ çàïîëíèòü ÷åì-òî èñêóññòâåííûì. Â òàêîì ñëó÷àå íåîï-
ðàâäàííî óâåëè÷èâàþòñÿ ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðè óäàëåíèè íåïîëíûõ
äàííûõ ïðîñòî òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ïðè íåáîëü-
øèõ äîïóùåíèÿõ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ ïî âðåìåíè
ïîçâîëÿåò îò ñìåùåííîé ìîäåëè ñ íåçàâèñèìûìè îøèáêàìè ïåðåéòè
ê íåñìåùåííîé ìîäåëè ñ êîððåëèðîâàííûìè îøèáêàìè è òåì ñàìûì
ñâåñòè çàäà÷ó ê ñòàíäàðòíîìó ðåøåíèþ.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðà-
ìè: ÷àñòè÷íîñòè â îáîáùåííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïî Áàðòó è ñæàòèÿ-
ðàñòÿæåíèÿ â ñòåïåííûõ ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿõ. Â ñëó÷àå ñèíîíè-
ìèè, òî åñòü êîãäà îäíî è òî æå ÿâëåíèå îïèñûâàåòñÿ ðàçíûìè
ìîäåëÿìè, îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè äîïîëíè-
òåëüíûõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè è äèôôåðåíöèàöèè. Âîçíèêàþò
íîâûå çàäà÷è: ëèáî ïîèñêà ñàìîãî

”
óäîáíîãî“ ðàñïðåäåëåíèÿ, ëèáî,

åñëè îñíîâàíèé ê ýòîìó íåò, ïðîâåðêè ãèïîòåç äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñ-
òè ìîäåëåé îäíîâðåìåííî. Ýòî íàïðàâëåíèå èìååò âàæíîå ïðèêëàä-
íîå çíà÷åíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû íåìîíîòîííîãî ðèñêà (âðåìÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïîñëå õîëîäîâîé ïðîáû äèàìåòðà ëó÷åâîé àðòåðèè,
÷èñëî ÿäåðíûõ àíîìàëèé ó îïóõîëåâûõ êëåòîê ïðè îáëó÷åíèè, â
èììóíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ è ò.ä.).
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Ãëàâà 1.

Ïðîåêòèâíûå ìåòîäû

â àíàëèçå äàííûõ

Èäåÿ ñèìïòîìàëüíî-ñèíäðîìàëüíîãî ïîäõîäà â àíàëèçå áîëüøî-
ãî êîëè÷åñòâà êàòåãîðèàëüíûõ ïðèçíàêîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñèìïòîìû � ïðèçíàêè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ãðàäàöèé,
ðàâíûì ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà � â âèäå ýëåìåíòîâ ïðîåêòèâíîé
ãåîìåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ
ôàêòîðîâ ñâîäèòñÿ ê âûäåëåíèþ ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ
îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè � ñèíäðîìîâ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñà-
íèå ýòîãî ìåòîäà îïèðàåòñÿ íà ôàêòû, èçâåñòíûå â êîìáèíàòîðèêå
è òåîðèè êîíå÷íûõ ïðîåêòèâíûõ ãåîìåòðèé.

1.1. Êîíå÷íûå ãåîìåòðèè

1.1.1. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ ñâîé-
ñòâà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ [14]. Ïåðâî-
íà÷àëüíûì, óæå âûøåäøèì èç óïîòðåáëåíèÿ åå íàçâàíèåì ÿâëÿåòñÿ

”
ãåîìåòðèÿ ïîëîæåíèÿ“, â êîòîðîé èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ
ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ôèãóð è ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîñòè. Åå âîçíèê-
íîâåíèå ñâÿçûâàþò ñ çàäà÷åé èçîáðàæåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðåäìåòà
íà ïëîñêîñòè. Íà ðèñ. 1.1 èçîáðàæåíî öåíòðàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå
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ôèãóðû F íà ïëîñêîñòü α′ èç öåíòðà S. Êàê ðåçóëüòàò ýòîãî ïðî-
öåññà ìû ïîëó÷àåì ôèãóðó F ′. Ïðîâåäåíèå ëó÷åé èç öåíòðà S êî
âñåì òî÷êàì ôèãóðû F íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì F èç òî÷êè
S. Ôèãóðà F ′ íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé ôèãóðû F .

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó F è F ′ íàçûâàåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì. Î÷å-
âèäíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè M ∈ F ñóùåñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé (SM) ñ ïëîñêîñòüþ α′, (SM) ∩ α′ = M ′ ∈ F ′.

Ðèñ. 1.1. Öåíòðàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå ôèãóðû F .

Ðåçóëüòàò ðÿäà ïåðñïåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàçûâàþò ïðîåê-
òèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Íàáëþäåíèÿ óáåæäàþò íàñ â òîì, ÷òî â
ðåçóëüòàòå ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòü ïðåâðàùàåòñÿ
â îäíî èç êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé (ýëëèïñ, ïàðàáîëó èëè ãèïåðáîëó), êà-
ñàòåëüíàÿ ê êðèâîé âñåãäà ïðåîáðàçóåòñÿ â êàñàòåëüíóþ. Ó ìíîãî-
óãîëüíèêîâ èçìåíÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà (ñòîðîíû, óãëû, ïëî-
ùàäè). Îäíàêî ïðîåêöèåé ïðÿìîé âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, à ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ïðîåêòèðóþòñÿ â ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Ïà-
ðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïðè öåíòðàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ïåðåõîäÿò â
ïåðåñåêàþùèåñÿ.

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ íàçûâàþò íåñîáñò-
âåííîé èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé. Òàêæå ïðèíèìàþò, ÷òî
íåñîáñòâåííóþ òî÷êó èìååò êàæäàÿ ïðÿìàÿ, à âñå íåñîáñòâåííûå
òî÷êè îáðàçóþò íåñîáñòâåííóþ (áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ) ïðÿìóþ.
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Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åâêëèäîâó ïëîñêîñòü,
äîïîëíåííóþ íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî òðåõìåðíîå åâê-
ëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, äîïîëíåííîå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïëîñêîñ-
òüþ, ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, à ïðîåê-
òèâíîå ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì
ê åâêëèäîâó áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ãèïåðïëîñêîñòè.

1.1.2. Òåîðåìà Äåçàðãà

Îñíîâîïîëîæíèêîì ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ñ÷èòàåòñÿ Æèðàð
Äåçàðã (1591-1661), êîòîðûé âïåðâûå ââåë ïîíÿòèÿ î áåñêîíå÷íî
óäàëåííûõ òî÷êàõ è ïðÿìûõ. Íîâûå ãåîìåòðè÷åñêèå èäåè, êîòîðûå
Äåçàðã ðàçðàáàòûâàë â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì âîïðîñîâ ïåðñïåê-
òèâû, àðõèòåêòóðû, èçîáðàçèòåëüíîãî èñêóññòâà, áûëè âñòðå÷åíû
ãðóáûìè íàïàäêàìè ñî ñòîðîíû ó÷åíûõ ñâîåãî âðåìåíè. Ýòîò âû-
äàþùèéñÿ ãåîìåòð íàõîäèë âðåìÿ äëÿ ïðîñâåòèòåëüñêîé äåÿòåëü-
íîñòè, îáó÷àÿ ìàñòåðîâ è ðàáî÷èõ ýëåìåíòàðíûì ïîëîæåíèÿì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé íàóêè, à òàêæå íîâûì ïðèåìàì ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ èçîáðàçèòåëüíîãî èñêóññòâà.

Ðèñ. 1.2. Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå Äåçàðãà.

Òåîðåìà 1. (Äåçàðãà) Ïóñòü S öåíòð ïåðñïåêòèâû, òðåóãîëüíè-
êè ∆ABC è ∆A′B′C ′ ïåðñïåêòèâíûå, A′ ∈ (SA), B′ ∈ (SB), C ′ ∈
(SC). Êðîìå òîãî (AB) ∩ (A′B′) = L, (AC) ∩ (A′C ′) = M , òîãäà
òî÷êà N = (BC) ∩ (B′C ′) ëåæèò íà ïðÿìîé (LM).
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Äîêàçàòü òåîðåìó ëåãêî, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëîæåíèå ïåðñ-
ïåêòèâíûõ òðåóãîëüíèêîâ â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå îñü
ïåðñïåêòèâû, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè L,M,N , ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ ïëîñêîñòåé (ðèñ. 1.2). Â ñëó÷àå ïîëîæåíèÿ
òðåóãîëüíèêîâ â îäíîé ïëîñêîñòè äîêàçàòåëüñòâî óäîáíåå ðàçáèòü
íà äâà ýòàïà: ââåñòè åùå îäèí ïåðñïåêòèâíûé òðåóãîëüíèê â íîâîé
ïëîñêîñòè, à ïîòîì îòðàçèòü åãî âî âòîðîé òðåóãîëüíèê.

Ðèñ. 1.3. Çàäà÷à íà ïðèìåíåíèå òåîðåìû Äåçàðãà.

Îäíà èç çàäà÷, êîòîðàÿ, íàïðèìåð, ëåãêî ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè
òåîðåìû Äåçàðãà, çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåäåíèè ÷åðåç òî÷êó C ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ a è b (ðèñ. 1.3). Äëÿ
ðåøåíèÿ èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè L ïðîâîäÿòñÿ òðè ëó÷à l1, l2, l3.
Ëó÷ l1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ a â òî÷êå A, ïðÿìóþ b â òî÷êå B. Ëó÷ l3
ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ a â òî÷êå A′, ïðÿìóþ b â òî÷êå B′. Èç ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðÿìîé l2 c ïðÿìûìè (AC) è (BC) ïîëó÷àåì òî÷êèM = (AC)∩
l2 è N = (BC) ∩ l2. Ïî òåîðåìå Äåçàðãà òî÷êà C ′ = (NB′) ∩ (MA′)
ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïåðñïåêòèâû S = a ∩ b.

Ñëåäóþùèé ýòàï ðàçâèòèÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ñâÿçàí ñ èìå-
íåì Áëåçà Ïàñêàëÿ (1623-1662) è åãî òåîðåìîé, çàêëþ÷àþùåéñÿ â
òîì, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ëþáîãî øåñòèóãîëüíèêà, âïè-
ñàííîãî â êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå, ïåðåñåêàþòñÿ â òðåõ òî÷êàõ, ëåæà-
ùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ â âèäå
ïàðû ïðÿìûõ ýòîò ôàêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåìó, èçâåñòíóþ
äðåâíåãðå÷åñêîìó ãåîìåòðó Ïàïïó Àëåêñàíäðèéñêîìó (ðèñ. 1.4).
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Ðèñ. 1.4. Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå Ïàïïà.

Òåîðåìà 2. (Ïàïïà) Ïóñòü òî÷êè A1, B1, C1 ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, A2, B2, C2 íà äðóãîé, êðîìå òîãî C3 = (A1B2) ∩ (A2B1),
B3 = (A1C2) ∩ (A2C1), òîãäà (B1C2) ∩ (B2C1) = A3 ∈ (B3C3).

Íîâîå ðîæäåíèå ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ñâÿçàíî ñ èìåíåìÆàíà
Ïîíñåëå (1788-1865). Â

”
Òðàêòàòå î ïðîåêòèâíûõ ñâîéñòâàõ ôèãóð“

(1822), ðàñöåíåííîì àâòîðîì êàê
”
ïðèëîæåíèå ê íà÷åðòàòåëüíîé

ãåîìåòðèè“, Ïîíñåëå íàçâàë ïðîåêòèâíûìè òå ñâîéñòâà ôèãóð, êî-
òîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè çàìåíå ïëîñêîé ôèãóðû åå ïðîåêöèåé, è
îïðåäåëèë ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ, êàê íàóêó, èçó÷àþùóþ ñâîéñ-
òâà ôèãóð, íå èçìåíÿþùèåñÿ ïðè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Òî, ÷òî ïîëüçóÿñü ëèøü îäíèìè àêñèîìàìè
”
ïëîñêîé“ ïðîåêòèâ-

íîé ãåîìåòðèè è íå èñïîëüçóÿ ìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, òåîðåìó
Äåçàðãà äîêàçàòü íåâîçìîæíî, áûëî ïîêàçàíî Ãèëüáåðòîì â êîíöå
XIX âåêà. Òàêèì îáðàçîì îí îáíàðóæèë, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü òå-
îðåìû Äåçàðãà íà ïëîñêîñòè íå ñëåäóåò èç àêñèîì ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè. Åñëè íå èñïîëüçîâàòü âûõîä â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
òî íóæíî ïðèñîåäèíÿòü òåîðåìó Äåçàðãà â êà÷åñòâå íîâîé àêñèîìû.
Çàòåì Ãèëüáåðò ïîêàçàë, ÷òî, èñêëþ÷èâ ýòó íîâóþ àêñèîìó, ìîæíî
ïîñòðîèòü íîâóþ òàê íàçûâàåìóþ íåäåçàðãîâó ãåîìåòðèþ.
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1.1.3. Àêñèîìû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèèè

Ñîãëàñíî [25], ãåîìåòðèÿ åñòü ÷àñòíûé âèä ñèñòåìû èíöèäåíò-
íîñòè ñ ýëåìåíòàìè â âèäå òî÷åê è ñ èõ ïîäìíîæåñòâàìè â âèäå
ïðÿìûõ. Îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà ëåæèò íà
ïðÿìîé èëè ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òî÷êó. Ðàçëè÷íûå ïðÿìûå íå ìîãóò
ñîäåðæàòü îäíè òå æå òî÷êè. Êîíå÷íîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðèÿ, â
êîòîðîé ÷èñëî òî÷åê êîíå÷íî.

Àê ñ è îìû ïð î å ê ò è â í î é ã å îì å ò ð è è.

• Ñóùåñòâóåò îäíà åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå
òî÷êè.

• Ïóñòü òðè òî÷êè A,B,C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà
ïðÿìàÿ (AC) ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé ïðÿìûå
(AB) è (BC) (ïðàâèëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà).

• Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ òî÷åê.

Ðèñ. 1.5. Ôèãóðà Ôàíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ,
ñîñòîÿùóþ èç ñåìè òî÷åê {0, 1, 2, . . . , 6} è ñåìè ïðÿìûõ (1, 2, 4),
(2, 3, 5), (3, 4, 6), (4, 5, 0), (5, 6, 1), (6, 0, 2), (0, 1, 3), êîòîðûå ïîëó÷åíû,
íà÷èíàÿ ñ îðáèòû (1, 2, 4), ïðèáàâëåíèåì åäèíèöû ïî ìîäóëþ 7 [25].
Ýòó ãåîìåòðèþ èçîáðàæàþò íà ïëîñêîñòè â âèäå ôèãóðû Ôàíî
(ðèñ. 1.5). Â ñïðàâåäëèâîñòè àêñèîì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñò-
âåííî. Íàïðèìåð, â ïðàâèëå ÷åòûðåõóãîëüíèêà òî÷êè A = 0, B = 1
è C = 4 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à ïðÿìûå (AB) = (0, 1, 3)
è (BC) = (1, 2, 4) ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïðÿìîé (5, 6, 1), êîòîðàÿ èìååò
îáùóþ òî÷êó 5 ñ ïðÿìîé (AC) = (4, 5, 0).
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×åðåç S0 îáîçíà÷èì òî÷êó, ÷åðåç S1 ïðÿìóþ, ÷åðåç S2 ïëîñêîñòü
è òàê äàëåå. Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî Sn ïîëó÷àåòñÿ èç Sn−1 äî-
áàâëåíèåì òî÷êè P /∈ Sn−1 è âñåõ ïðÿìûõ (PB), ãäå òî÷êàB ∈ Sn−1.

Îñíîâíûì óñëîâèåì ââåäåíèÿ êîîðäèíàò â ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè ÿâëÿåòñÿ äåçàðãîâîñòü, èìåþùàÿ ìåñòî â Sn, n ≥ 3. Èòàê, â
äåçàðãîâîé ãåîìåòðèè S2 èëè Sn, n ≥ 3, ââîäÿòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè
P = u(x0, . . . , xn), ãäå u ∈ R (òåëî1), (x0, . . . , xn) 6= (0, 0, . . . , 0).

Ïðÿìàÿ îïèñûâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

uQ = u1P1 + u2P2 = (u1x0 + u2y0, . . . , u1xn + u2yn), (1.1)

ãäå P1 = u(x0, . . . , xn), P2 = v(y0, . . . , yn), è u1 è u2 íå ðàâíû íóëþ
îäíîâðåìåííî. Òàêæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñ R = F (ïîëå) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïàïïà.

Ïóñòü Fq � ïðîèçâîëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè q. Ïðîñòðàíñòâî
âåêòîðîâ (a0, a1, . . . , an), ãäå ai ∈ Fq, íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé ãåî-
ìåòðèåé ðàçìåðíîñòè n íàä Fq è îáîçíà÷àåòñÿ PG(n, Fq) èëè P

q
n .

Íóëåâîé âåêòîð � ýòî ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè −1. Òî÷êà
P ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè 0 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ bx = b(x0, . . . , xn), x = (x1, . . . , xn) 6= 0, b ∈ Fq.
Åñëè y0, . . . , yk � ýòî íåçàâèñèìûå âåêòîðû, òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
âèäà b0y0 + . . . + bkyk, ãäå bi ∈ Fq, åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî Sk. Ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Sn−1 íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ.

1.1.4. Êîíå÷íûå ïîëÿ

Ïîëå F åñòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ çàäàííûìè îïåðàöèÿìè ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì.

A0. ∀a, b ∈ F ∃c = a+ b ∈ F ; M0. ∀a, b ∈ F ∃c = ab ∈ F ;
A1. (a+ b) + c = a+ (b+ c); M1. (ab)c = a(bc);
A2. a+ b = b+ a; M2. ab = ba;
A3. ∃0 ∈ F, a+ 0 = 0 + a = a; M3. ∃1 ∈ F, a1 = 1a = a;
A4. ∃ − a ∈ F, a+ (−a) = 0; M3. ∃a−1 ∈ F, aa−1 = 1;

D. a(b+ c) = ab+ ac.

1Òåëî � ýòî ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè (ñëîæåíèå è óìíîæåíèå),
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) àáåëåâîñòü ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ñëî-
æåíèÿ; 2) âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæå-
íèÿ; 3) óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Åñëè óìíîæåíèå
êîììóòàòèâíî, òåëî íàçûâàåòñÿ ïîëåì.
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Â àêñèîìàõ A0 è M0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà
c ∈ F , ïðè÷åì åäèíñòâåííîãî. Îñíîâíûå ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïîëåé
� ýòî êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà: F2, F3, F5, F7 è ò.ä.
Èç òåîðèè ÷èñåë èçâåñòíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè q êîíå÷íûõ ïîëåé
èñ÷åðïûâàþòñÿ ñòåïåíÿìè ïðîñòûõ ÷èñåë. Â ñëó÷àå q = pr, ãäå p �
ïðîñòîå ÷èñëî, ýëåìåíòàìè ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ñ r êîìïîíåí-
òàìè íàä ïîëåì Fp èëè ïîëèíîìû ñòåïåíè íå âûøå r− 1 ñ êîýôôè-
öèåíòàìè íàä Fp.

Ñëîæåíèå íàä Fq, ãäå q = pr, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîêîîðäèíàòíî íàä
Fp. Äëÿ óìíîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ íåïðèâîäèìûå ïîëèíîìû f(x), íå
èìåþùèå íåòðèâèàëüíûõ äåëèòåëåé, ò. å. òàêèõ gi(x) 6= 1 è gi(x) 6=
f(x), ãäå i = 1, 2, ÷òî f(x) = g1(x)g2(x).

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ïîëåé ÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè q = 2r

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ êàê òàêîâîå îòñóòñòâóåò âû÷èòàíèå, è ñóììà
îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ ðàâíà íóëþ, x + x = 0. Äëÿ íàãëÿäíîñòè
ïîñòðîèì òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ (òàáë.1.1) íàä ïîëåì F4

ñ ýëåìåíòàìè â âèäå ïîëèíîìîâ {0, 1, x, x+1}. Êîýôôèöèåíòû ýòèõ
ïîëèíîìîâ çàäàþòñÿ âåêòîðàìè (X0, X1) ñ êîìïîíåíòàìè íàä F2:
(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), êîòîðûì â äâîè÷íîì êîäå M = X0 + 2X1

ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëà {0, 1, 2, 3}.

Òàáëèöà 1.1.

M+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0

M∗ 0 1 2 3

0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 3 1
3 0 3 1 2

Íàïðèìåð, 2 + 3 = 1, òàê êàê x+ (x+ 1) = 1, à 2 · 3 = 1, òàê êàê
x(x+1) = (x2+x+1)+1 = 1, è îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà íåïðèâîäèìûé
ïîëèíîì x2 + x+ 1 ðàâåí 1.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ââåäåíèÿ êîîðäèíàò â êîíå÷íîé ãåîìåòðèè.
Òî÷êàìè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè P 2

2 ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû (X0, X1, X2)
ñ êîìïîíåíòàìè íàä F2 êðîìå íóëåâîãî. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êè P1 è P2, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà: u1P1 +
u2P2 íàä F2 , ãäå u1, u2 ∈ F2, (u1, u2) 6= (0, 0). Òàêèì îáðàçîì, ïðÿ-
ìóþ îáðàçóþò òî÷êè âèäà (P1, P2, P1 + P2).
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Òàáëèöà 1.2.

M 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 1 2 3 4 5 6 7
1 1 0 3 2 5 4 7 6

2 2 3 0 1 6 7 4 5
3 3 2 1 0 7 6 5 4

4 4 5 6 7 0 1 2 3
5 5 4 7 6 1 0 3 2

6 6 7 4 5 2 3 0 1
7 7 6 5 4 3 2 1 0

Ïîñêîëüêó òî÷êàì ãåîìåòðèè P 2
2 ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûå ýëå-

ìåíòû ïîëÿ F8, ñëîæåíèå òî÷åê P1+P2 â P
2
2 îñóùåñòâëÿåòñÿ íàä F8.

Ðåçóëüòàòû ñëîæåíèÿ íàä F8 ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.2, ãäå âîñüìè
áèíàðíûì âåêòîðàì (X0, X1, X2) â äâîè÷íîì êîäå M = X0 + 2X1 +
4X2 ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëà îò 0 äî 7.

Òàáëèöà 1.3.

Òî÷êè Óðàâíåíèå ïðÿìîé Êîýôôèöèåíòû
ïðÿìîé c0X0 + c1X1 + c2X2 = 0 (c0, c1, c2)

(2 4 6) X0 = 0 (1,0,0)
(1 4 5) X1 = 0 (0,1,0)
(3 4 7) X0 +X1 = 0 (1,1,0)
(1 2 3) X2 = 0 (0,0,1)
(2 5 7) X0 +X2 = 0 (1,0,1)
(1 6 7) X1 +X2 = 0 (0,1,1)
(3 5 6) X0 +X1 +X2 = 0 (1,1,1)

Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò 1 + 5 = 4 èç òàáë. 1.2, ïî äâóì
òî÷êàì P1 = 1 è P2 = 5 ïàðàìè (u1, u2) îïðåäåëÿåì òðè òî÷êè
(1, 0), (0, 1), (1, 1), îáðàçóþùèå ïðÿìóþ (1, 5, 4). Èìååì C2

7 = 21 âñå-
âîçìîæíûõ ïàð òî÷åê, íî ïîñêîëüêó òðè ïàðû òî÷åê çàäàþò îäíó
è òó æå ïðÿìóþ, ÷èñëî ïðÿìûõ ðàâíî C2

7/3 = 7 (òàáë.1.3).
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1.2. Êîíå÷íûå ãåîìåòðèè è äèçàéíû

1.2.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà äèçàéíîâ

Â êîìáèíàòîðèêå òàêîå ðàçìåùåíèå v ýëåìåíòîâ ïî b áëîêàì
ðàçìåðà k, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò âñòðå÷àåòñÿ r ðàç, à êàæäàÿ ïàðà
λ ðàç, íàçûâàåòñÿ äèçàéíîì D(v, b, r, k, λ) èëè íåïîëíîé ñáàëàíñè-
ðîâàííîé áëîê-ñõåìîé. Åñëè v = b, r = k, òî äèçàéí íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì è îáîçíà÷àåòñÿ D(v, k, λ). Íàïðèìåð, ñèììåòðè÷-
íûé äèçàéí D(7, 3, 1) îáðàçóþò òî÷êè è ïðÿìûå â P 2

2 (òàáë.1.3).

Äëÿ D(v, b, r, k, λ) ñïðàâåäëèâû äâà ñîîòíîøåíèÿ áàëàíñà:

vr = bk, r(k − 1) = λ(v − 1) .

Ïåðâîå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ðàçìå-
ùåíèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî ÷èñëî âñåâîç-
ìîæíûõ ýëåìåíòîâ v óìíîæàåòñÿ íà r (ñêîëüêî ðàç êàæäûé ýëåìåíò
âñòðå÷àåòñÿ), ëèáî êîëè÷åñòâî áëîêîâ b óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî ýëå-
ìåíòîâ â êàæäîì áëîêå k. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî âûäåëèì
êàêîé-òî ýëåìåíò, íàïðèìåð, a, êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ r ðàç. ×èñëî
ïàð ñ ó÷àñòèåì a ðàâíî r(k− 1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ïàð âèäà
{a, ∗}, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ λ ðàç, ðàâíî λ(v − 1), òàê
êàê äëÿ ýëåìåíòà ∗ èìååò ìåñòî v − 1 âàðèàíò.

Òàáëèöà 1.4.

0246 0145 0347 0123 0257 0167 0356

1357 2367 1256 4567 1346 2345 1247

Äèçàéí ñ ýëåìåíòàìè íàä ïîëåì Fq è áëîêàìè, â êîòîðûõ ñóììà
ýëåìåíòîâ íàä Fq ðàâíà íóëþ, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì è îáîçíà-
÷àåòñÿ D0(v, b, r, k, λ|Fq). Íàïðèìåð, D(7, 3, 1) èç òàáëèöû 1.3 ÿâ-
ëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì D0(7, 3, 1|F8 \ {0}), ïîñêîëüêó ñóììà ýëåìåí-
òîâ â áëîêàõ (P1, P2, P1 + P2) íàä F8 ðàâíà íóëþ. Åñëè êàæäûé èç
ñåìè áëîêîâ ýòîãî äèçàéíà äîïîëíèòü íóëåâûì ýëåìåíòîì è ââåñòè
åìó ïðîòèâîïîëîæíûé áëîê, òî ïîëó÷èòñÿ êàíîíè÷åñêèé äèçàéí
D0(8, 14, 7, 4, 3|F8) ñ 14 áëîêàìè (òàáë.1.4).
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1.2.2. Òåîðåìà Çèíãåðà

Ðå÷ü èäåò îá óòâåðæäåíèè [25], ïîçâîëÿþùåì ðàññìàòðèâàòü êî-
íå÷íûå ãåîìåòðèè êàê áëîê-ñõåìû. Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâ-
ëåíà â óñå÷åííîì âèäå è íå ñîäåðæèò ïîëîæåíèÿ î öèêëè÷íîñòè
áëîê-ñõåìû.

Òåîðåìà 3. Ãèïåðïëîñêîñòè ãåîìåòðèè P qn, q = pr, âçÿòûå â êà-
÷åñòâå áëîêîâ, è òî÷êè, âçÿòûå â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþò
ñèììåòðè÷íóþ áëîê-ñõåìó ñ ïàðàìåòðàìè

v =
qn+1 − 1

q − 1
, k =

qn − 1

q − 1
, λ =

qn−1 − 1

q − 1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî âåêòîðîâ (x0, x1, . . . , xn) ñ êîìïîíåíòàìè
íàä Fq ðàâíî q

n+1. Êàæäûé èç qn+1 − 1 íåíóëåâûõ âåêòîðîâ îïðå-
äåëÿåò òî÷êó, è ïîñêîëüêó âåêòîðû

(x0, x1, . . . , xn) è b(x0, x1, . . . , xn), ãäå b 6= 0,

îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òî÷êó, âñåãî èìååòñÿ v = qn+1−1
q−1 òî÷åê.

Åñëè (c0, c1, . . . , cn) 6= (0, 0, . . . , 0), òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ êîì-
ïîíåíòàìè x0, . . . , xn, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

c0x0 + . . .+ cnxn = 0,

åñòü ãèïåðïëîñêîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîýôôèöèåíòû

(c0, c1, . . . , cn) è (sc0, sc1, . . . , scn), ãäå s 6= 0,

îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ãèïåðïëîñêîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñ-

òâî ðàçëè÷íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ðàâíî b = qn+1−1
q−1 .

Åñëè y0, . . . , yt � ýòî t + 1 íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, òî ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè b0y0 + . . .+ btyt, bi ∈ Fq, äàþò qt+1 − 1 íåíóëåâûõ âåê-

òîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî St ñîäåðæèò
qt+1−1
q−1 âåêòî-

ðîâ, à ãèïåðïëîñêîñòü Sn−1 èìååò k = qn−1
q−1 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Äâå

ðàçëè÷íûå ãèïåðïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó Sn−2,

êîòîðîå èìååò λ = qn−1−1
q−1 òî÷åê. �
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1.2.3. Àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ

Ïðîñòðàíñòâî òî÷åê (x1, . . . , xn), xi ∈ Fq, íàçûâàåòñÿ àôôèííîé
ãåîìåòðèåé2 è îáîçíà÷àåòñÿ Eqn.

À ê ñ è îìû àôôèíí î é ã å îì å ò ð è è.

• Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò îáå òî÷êè.

• Äëÿ ïðÿìîé P è òî÷êè p /∈ P , ñóùåñòâóåò îäíà è òîëüêî îäíà
ïðÿìàÿ P ′, òàêàÿ, ÷òî p ∈ P ′, P ∩ P ′ = ∅.

• Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èç ÷åòûðåõ òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êî-
òîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Îñòàòî÷íûì íàçûâàåòñÿ äèçàéí, êîòîðûé ïî-
ëó÷àåòñÿ èç áëîê-ñõåìû ïðè âû÷åðêèâàíèè îäíîãî áëîêà è âñåõ åãî
ýëåìåíòîâ èç îñòàëüíûõ áëîêîâ. Äèçàéí ñ áëîêàìè èç âû÷åðêíóòûõ
ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíûì.

Äëÿ P qn ïðîèçâîäíûé äèçàéí ñîîòâåòñòâóåò P
q
n−1, à îñòàòî÷íûé E

q
n.

Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå äèçàéíà D(7, 3, 1) èç òàáë.1.3. Óäàëÿÿ èç
íåãî ýëåìåíòû 1, 2, 3, ïîëó÷èì îñòàòî÷íûé äèçàéí D(4, 6, 3, 2, 1),
êîòîðûé ñîñòîèò èç v = 4 ýëåìåíòîâ {4, 5, 6, 7} è b = 6 áëîêîâ.

(2, 4, 6)
(1, 4, 5)
(3, 4, 7)
(1,2,3)
(2, 5, 7)
(1, 6, 7)
(3, 5, 6)

→
(4, 5) (6, 7)
(4, 6) (5, 7)
(4, 7) (5, 6)

2Àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ (ëàò. affinis � ðîäñòâåííûé) � ðàçäåë ãåîìåòðèè,
â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ôèãóð, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Äëèíû îòðåçêîâ è âåëè÷èíû óãëîâ â àôôèííîé ãåîìåòðèè
â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîé íå èìåþò ñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó íà
àôôèííîé ïëîñêîñòè òàêèõ ïîíÿòèé, êàê ðàâíîñòîðîííèé èëè ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê íåò. Òàì åñòü ïðîñòî òðåóãîëüíèê. Îäíàêî òàêèå ñâîéñòâà, êàê
ïðÿìîëèíåéíîå ðàñïîëîæåíèå òðåõ òî÷åê èëè ïàðàëëåëüíîñòü äâóõ ïðÿìûõ,
èíâàðèàíòíû íå òîëüêî â åâêëèäîâîé, íî è àôôèííîé ãåîìåòðèè.
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Ðèñ. 1.6. Èíòåðïðåòàöèÿ E2
2 è P 2

2 íà ïëîñêîñòè.

Ýëåìåíòàìè D(7, 3, 1|F8 \ {0}) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè P 2
2 ñ êîîðäèíàòàìè

X = (X0, X1, X2), Xi ∈ F2, X 6= (0, 0, 0). Ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòîâ
{1, 2, 3} â êîäå M = X0 + 2X1 + 4X2 ñ X2 = 0 îñòàþòñÿ ýëåìåíòû
4 = (0, 0, 1), 5 = (1, 0, 1), 6 = (0, 1, 1), 7 = (1, 1, 1) ñ X2 = 1, êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) ãåîìåòðèè E2

2 .
Ãåîìåòðè÷åñêè äèçàéí D(4, 6, 3, 2, 1) è ñîîòâåòñòâåííî àôôèí-

íóþ ãåîìåòðèþ E2
2 óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ÷åòûðåõóãîëüíèêà

(ðèñ. 1.6), â êîòîðîì èìåþòñÿ òðè ïàðû
”
ïàðàëëåëüíûõ“ ïðÿìûõ:

äâå ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí (45) è (67), (46) è (57) è ïàðà
äèàãîíàëåé (47) è (56).

Â îáùåì âèäå ïàðàìåòðû äèçàéíà D(v, b, r, k, λ), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî àôôèííîé ãåîìåòðèè Eqn, èìåþò âèä:

v =
qn+1 − 1

q − 1
− qn − 1

q − 1
= qn , b =

qn+1 − 1

q − 1
− 1 =

q(qn − 1)

q − 1
,

k =
qn − 1

q − 1
− qn−1 − 1

q − 1
= qn−1 , λ =

qn−1 − 1

q − 1
,

r =
bk

v
=
q(qn − 1)qn−1

qn(q − 1)
=
qn − 1

q − 1
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç àôôèííîé ïëîñêîñòè E2
2 ïîñòðîèòü ïðî-

åêòèâíóþ ïëîñêîñòü P 2
2 , íóæíî ââåñòè òðè áåñêîíå÷íî óäàëåííûå

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Äîïîëíèì ïðÿìûå (4,5)
è (6,7) òî÷êîé 1, ïðÿìûå (4,6) è (5,7) òî÷êîé 2, ïðÿìûå (4,7) è (5,6)
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Òàáëèöà 1.5.

Ïîðÿäîê Íîðìàëü Áëîêè
áëîêà ê ïëîñêîñòè D(8, 14, 7, 4, 3)

i (c1, c2, c3) Bi Bi
1 (1,0,0) 0246 1357
2 (0,1,0) 0145 2367
3 (1,1,0) 0347 1256
4 (0,0,1) 0123 4567
5 (1,0,1) 0257 1347
6 (0,1,1) 0167 2345
7 (1,1,1) 0356 1247

òî÷êîé 3. Ýòè øåñòü ïðÿìûõ âìåñòå ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé
(1,2,3) îáðàçóþò äèçàéí D(7, 3, 1) èëè P 2

2 .
Òî÷êè àôôèííîé ãåîìåòðèè E2

3 , âçÿòûå â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ,
ïëîñêîñòè c1X1 + c2X2 + c3X3 = 0 è c1X1 + c2X2 + c3X3 = 1, âçÿòûå
â êà÷åñòâå áëîêîâ Bi è Bi, ãäå i = c1 + 2c2 + 4c3, îáðàçóþò êàíîíè-
÷åñêèé äèçàéí D(8, 14, 7, 4, 3|F8), êîòîðûé ïðåäñòàâëåí â òàáë.1.5.

Ðèñ. 1.7. Èíòåðïðåòàöèÿ D(8, 14, 7, 4, 3|F8) íà êóáå.

Ãåîìåòðè÷åñêè àôôèííóþ ãåîìåòðèþ E2
3 è ñîîòâåòñòâóþùèé åé

äèçàéí D(8, 14, 7, 4, 3) ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå êóáà (ðèñ. 1.7). Áëî-
êè îáðàçóþò ñåìü ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé: òðè ïàðû âíåøíèõ
ãðàíåé, òðè ïàðû äèàãîíàëüíûõ è äâà âíóòðåííèõ òåòðàýäðà.
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1.2.4. Èçîìîðôíûå è íåèçîìîðôíûå

ïîäñòàíîâêè äèçàéíîâ

Èçîìîðôíûå ïîäñòàíîâêè äèçàéíîâ âîçíèêàþò ïðè óñòàíîâëå-
íèè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîäñòàíîâêè äèçàéíà D(15, 7, 3) ñ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ
íàä F16 \{0}, äëÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ K = X0 +2X1 +
4X2 +8X3 ïðè X3 = 0 è (K−8)′ ïðè X3 = 1. Åñëè â D0(8, 14, 7, 4, 3)
èç òàáë. 1.5 äîïîëíèòü áëîêè (Bi, Bi), ãäå Bi = (0abc), áëîêîì âèäà
(a′b′c′), òî ïîëó÷èòñÿ D(15, 7, 3), ñîîòâåòñòâóþùèé P 2

3 (òàáë. 1.6, À).
Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ÷òî åìó èçîìîðôåí äèçàéí ñ
îðáèòîé 0, 1, 2, 4, 5, 8, 10(mod 15) (òàáë. 1.6, Â).

Òàáëèöà 1.6.

1'2'3'4'5'6'7' 1'2'3'4'5'6'7' 0 1 2 4 5 8 10
0246 2'4'6' 0246 2'4'6' 1 2 3 5 6 9 11
1357 2'4'6' 3246 1'5'7' 2 3 4 6 7 10 12
0145 1'4'5' 0145 1'4'5' 3 4 5 7 8 11 13
2367 1'4'5' 6145 2'3'7' 4 5 6 8 9 12 14
0347 3'4'7' 0347 3'4'7' 5 6 7 9 10 13 0
1256 3'4'7' 1347 2'5'6' 6 7 8 10 11 14 1
0123 1'2'3' 0123 1'2'3' 7 8 9 11 12 0 2
4567 1'2'3' 5123 4'6'7' 8 9 10 12 13 1 3
0257 2'5'7' 0257 2'5'7' 9 10 11 13 14 2 4
1346 2'5'7' 4257 1'3'6' 10 11 12 14 0 3 5
0167 1'6'7' 0167 1'6'7' 11 12 13 0 1 4 6
2345 1'6'7' 2167 3'4'5' 12 13 14 1 2 5 7
0356 3'5'6' 0356 3'5'6' 13 14 0 2 3 6 8
1247 3'5'6' 7356 1'2'4' 14 0 1 3 4 7 9

À Á Â

Íåèçîìîðôíûé äèçàéí D(15, 7, 3) (òàáë. 1.6, Á) ïîëó÷èòñÿ, åñëè
â îñòàòî÷íîé ñõåìå D(8, 14, 7, 4, 3) ïðîòèâîïîëîæíûé Bi = (0abc)
áëîê Bi çàìåíèòü áëîêîì âèäà (iabc), ãäå ĩ = ã + b̃ + c̃ íàä F8 â
ñîîòâåòñòâèè ñ (1.14), à îäèí èç ïðîèçâîäíûõ áëîêîâ âèäà (a′b′c′)
çàìåíèòü íà (Bi\i)′. Â ñëó÷àå (À) íåïðîòèâîïîëîæíûå áëîêè èìåþò
ïî äâà îáùèõ ýëåìåíòà (

”
ïðàâûé“ êóá E2

3), à â ñëó÷àå (Á) ñåìü ïàð
áëîêîâ èìåþò ïî òðè îáùèõ ýëåìåíòà (

”
ëåâûé êóá“).
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1.2.5. Ïåðâûé èñêëþ÷èòåëüíûé èçîìîðôèçì

Íà îñíîâå àâòîìîðôèçìîâ ïðîèçâîäíîé è îñòàòî÷íîé áëîê-ñõåì
äèçàéíà D(11, 5, 2) ìîæíî ïîñòðîèòü èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòûìè
ãðóïïàìè PSLF5

2 è PSLF4
2 ïîðÿäêà 60. 3 ×åðåç PSLF5

2 è PSLF4
2

îáîçíà÷åíû ïðîåêòèâíûå 4 ñïåöèàëüíûå 5 ãðóïïû ìàòðèö ïîðÿäêà
äâà íàä F5 è F4 ñîîòâåòñòâåííî. Â òàáë. 1.7 ïðåäñòàâëåíû áëîêè
äèçàéíà D(11, 5, 2), ïîëó÷åííûå èç îðáèòû 1, 3, 4, 5, 9 íàä ïîëåì F11.

Òàáëèöà 1.7.

i Áëîê Bi

1 1 3 4 5 9

2 2 4 5 6 10

3 3 5 6 7 0

4 4 6 7 8 1

5 5 7 8 9 2

6 6 8 9 10 3

7 7 9 10 0 4

8 8 10 0 1 5

9 9 0 1 2 6

10 10 1 2 3 7

11 0 2 3 4 8

Òî÷êè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè P 5
1 èìåþò âèä (x0, x1) 6= 0 íàä F5,

ïðè÷åì äëÿ c 6= 0 âåêòîðû c(x0, x1) îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òî÷êó.
Êàæäîé òî÷êå ìîæíî ñîïîñòàâèòü îòíîøåíèå

t =
x1

x0
(mod 5), ãäå t ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5},

ãäå 5 = ∞ ïðè x0 = 0. Àíàëîãè÷íî ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïÿòè
òî÷êàì P 4

1 âèäà (x0, x1) íàä F4 çíà÷åíèÿ

t′ =
x1

x0
∈ {0, 1, 2, 3, 4 =

x1

0
=∞} íàä F4.

3Ïîäñòàíîâêè ñ îäèíàêîâûìè ìíîæåñòâàìè ýëåìåíòîâ íàçûâàþòñÿ àâòî-

ìîðôíûìè, åñëè ìíîæåñòâà áëîêîâ ñîâïàäàþò, èíà÷å íåàâòîìîðôíûìè.
4Îïðåäåëÿåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó.
5Îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1.
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Ðàçäåëèì D(11, 5, 2) íà ïðîèçâîäíûé D(5, 10, 4, 2, 1|F11) è îñòàòî÷-
íûé D(6, 10, 5, 3, 2|F11), à çàòåì ïåðåâåäåì ýëåìåíòû {1, 3, 4, 5, 9}
ïðîèçâîäíîãî äèçàéíà â òî÷êè P 4

1 , à ýëåìåíòû {0, 2, 6, 7, 8, 10} îñòà-
òî÷íîãî â òî÷êè P 5

1 , íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì

(
F11 0 7 2 6 8 10

P 5
1 0 1 2 3 4 5

)
è

(
F11 4 3 5 9 1

P 4
1 4′ 0′ 1′ 2′ 3′

)
.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïîäñòàíîâîê ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äè-
çàéíàìè D(5) = D(5, 10, 4, 2, 1|P 4

1 ), D(6) = D(6, 10, 5, 3, 2|P 5
1 ), êî-

òîðûå âìåñòå c áëîêîì (0′, 1′, 2′, 3′, 4′) îáðàçóþò ïðåäñòàâëåííûé
â òàáë. 1.8 äèçàéí D(11) = D(11, 5, 2|P 4

1 ∪ P 5
1 ). Ýòî ñîîòâåòñòâèå

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè (ðèñ. 1.8). Äèçàéí D(5),
ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñî÷åòàíèé äâóõ ýëåìåíòîâ èç ïÿòè, î÷åâèäíî
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû PSLF4

2 , òî åñòü ïðè ëþáîé ïîä-
ñòàíîâêå íà ýëåìåíòàõ P 4

1 , â òîì ÷èñëå ïðè ïîìîùè ãðóïïû PSLF4
2 ,

ìíîæåñòâî áëîêîâ îñòàíåòñÿ òåì æå ñàìûì, õîòÿ ðàñïîëîæåíèå áëî-
êîâD(5) âD(11) èçìåíèòñÿ. Íî ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ è ðàñïîëîæåíèå
áëîêîâ D(6), æåñòêî ñâÿçàííûõ ñ áëîêàìè D(5) ïî ñîîòâåòñòâèþ èç
òàáë. 1.8. Òîãäà ìîæíî áóäåò íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäñòàíîâêó
íà ýëåìåíòàõ P 5

1 . Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû PSLF5

2 äèçàéí D(6).

Òàáëèöà 1.8.

D(5, 10, 4, 2, 1|P 4
1 ) D(6, 10, 5, 3, 2|P 5

1 ) D(5, 10, 4, 2, 1|P 4
1 )

(1',4') (2,3,5) (2,3,0) (2',3')
(0',2') (3,4,5) (3,4,1) (3',4')
(1',3') (4,0,5) (4,0,2) (0',4')
(2',4') (0,1,5) (0,1,3) (0',1')
(0',3') (1,2,5) (1,2,4) (1',2')

Ïðåäëîæåíèå 1. Äèçàéí D(6, 10, 5, 3, 2|P 5
1 ) èç òàáë. 1.8 èíâàðè-

àíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû PSLF5
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûå ïîäñòàíîâêè ìàòðèöà-

ìè A ∈ PSLF5
2 ýëåìåíòîâ áëîêà (015) =

{[
1
0

]
,

[
1
1

]
,

[
0
1

]}
ñî-
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Ðèñ. 1.8. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó P 4
1 è P 5

1 .

îòâåòñòâóþò òîëüêî áëîêàì äèçàéíàD(6, 10, 5, 3, 2|P 5
1 ). Ïðè ïîìîùè

ìàòðèöû [
a b
c d

]
∈ PSLF5

2

çàäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå íà ýëåìåíòàõ ãåîìåòðèè P 5
1 âèäà

(k, τk) , ãäå τk =
c+ kd

a+ kb
.

Ïðè k =∞ = 5 î÷åâèäíî τ5 = d
b . Åñëè a = 0, òîãäà

τ0 =
c

a
=∞ = 5, τ1 =

c+ d

a+ b
=
c+ d

b
=
c

b
+ τ5 .

Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà åäèíèöå îïðåäåëèòåëÿ ïîëó÷àåì bc = 4, îò-
êóäà ñëåäóåò

c

b
=

4

b2
=

{
−1 ïðè b2 = 1,

1 ïðè b2 = 4.

Òàêèì îáðàçîì, áëîêè, ñîäåðæàùèå 5, èìåþò âèä (5, t, t± 1).
Åñëè a 6= 0, òîãäà

τ1 =
c+ d

a+ b
=
aτ0 + bτ5
a+ b

=
aτ0 + τ5

a(τ5−τ0)

a+ 1
a(τ5−τ0)

=
a2τ0(τ5 − τ0) + τ5
a2(τ5 − τ0) + 1

.
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Ïóñòü τ0 = 0, è â áëîêå íåò 5, òîãäà τ−1
1 = τ−1

5 + a2 = τ−1
5 ± 1,

ñëåäîâàòåëüíî, ïàðû (τ1, τ5) èìåþò âèä (1, 3), (2, 3), (2, 4), òàê êàê
1
1 −

1
3 = 1−2 = −1, 1

2 −
1
3 = 3−2 = 1, 1

2 −
1
4 = 3−4 = −1. Îñòàëüíûå

áëîêè ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî. �
ÏÐÈÌÅÐ. Ïðè ïîìîùè ìàòðèöû èç ãðóïïû PSLF5

2

A =

[
1 2
3 2

]
çàäàåòñÿ ïîäñòàíîâêà íà P 5

1(
5 0 1 2 3 4
1 3 0 5 2 4

)
.

Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííûì óìíîæåíèåì ìàòðèö.[
1 2
3 2

]
·
[

0 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4

]
=

=

[
2 1 3 0 2 4
2 3 0 2 4 1

]
=

[
1 1 1 0 1 1
1 3 0 1 2 4

]
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäñòàíîâêè íà P 4
1 âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó áëî-

êàìè äèçàéíîâ D(5) è D(6) â òàáë. 1.8.

(01) ∼ (013) −→ (023) ∼ (23)
(02) ∼ (345) −→ (124) ∼ (12)

}
=⇒ 0 −→ 2, 1 −→ 3, 2 −→ 1,

(03) ∼ (025) −→ (015) ∼ (24) =⇒ 3 −→ 4.

Äëÿ îñòàâøåãîñÿ ýëåìåíòà ñïðàâåäëèâî 4 −→ 0. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíà ïîä-
ñòàíîâêà íà P 4

1 âèäà (
4 0 1 2 3
0 2 3 1 4

)
.

Åé ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

B =

[
a b
c d

]
=

[
3 1
1 0

]
∈ PSLF4

2 ,

òàê êàê τ4 = 0,⇒ d = 0; τ4 = 0,⇒ c = 2a; τ3 = 4,⇒ a+ 3b = 0,⇒ b = 2a; íàä F4

îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1, ad− bc = bc = 2a · 2a = 3a2 = 1, îòñþäà a2 = 2, a = 3, b =

c = 2 · 3 = 1.

Çàìå÷àíèå. Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàòðèöàìè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðôèçìà. Âìåñòî ìàòðèöû B ∈ PSLF4

2

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó J−1BJ òîãî æå ñïåêòðà, ãäå J ∈
PSLF4

2 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k � ñïåêòð ìàòðèöû B, òî åñòü Bk = I,
òîãäà

(J−1BJ)k = (J−1)kBkJk = (J−1)kJk = (J−1J)k = Ik = I.

Êðîìå òîãî, äëÿ B1 ·B2 = B3, Bi ∈ PSLF4
2 ñïðàâåäëèâî

(J−1B1J) · (J−1B2J) = J−1B1B2J = J−1B3J .
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1.3. Áèíàðíûå ïðèçíàêè è P 2
n

Ñòàòèñòè÷åñêèé àñïåêò ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íûõ ãåîìåòðèé ñâÿçàí
ñ âîçìîæíîñòüþ ÿâíîãî ïðèâëå÷åíèÿ ïåðåêðåñòíûõ ôàêòîðîâ. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü èìååòñÿ ôàêòîð ðîñòà: íèçêèé (X1 = 0) è âûñîêèé
(X1 = 1), à òàêæå ôàêòîð ìàññû: X2 = 0, åñëè èíäèâèä õóäîé,
X2 = 1, åñëè èíäèâèä òîëñòûé. Â äâóõôàêòîðíîì äèñïåðñèîííîì
àíàëèçå ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ6 ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç íîâûé ïðèçíàêX12 = |X1−X2| = 0, åñëè ðîñò è âåñ àññîöèèðî-
âàíû, X1 = X2, òî åñòü èíäèâèä ëèáî õóäåíüêèé è ìàëåíüêèé, ëèáî
áîëüøîé è òîëñòûé; X12 = 1 ïðè X1 6= X2, åñëè âåñ íå ñîîòâåñòâóåò
ðîñòó, òî åñòü ëèáî èíäèâèä ìàëåíüêèé è òîëñòûé, ëèáî âûñîêèé è
õóäîé.

Ñ èíôîðìàöèîííîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè ïðèçíàêè ðàâíîïðàâíû,
òàê êàê áîëüøèå èëè ìàëåíüêèå ðîñò è âåñ ìîæíî óçíàòü ïî ëþáîé
ïàðå ýòèõ ïðèçíàêîâ: (X1, X2), (X1, X12) èëè (X2, X12). Åñëè íàì
èçâåñòíî, ÷òî èíäèâèä âûñîêèé, è åãî ðîñò è âåñ àññîöèèðîâàíû,
òî, î÷åâèäíî, ÷òî îí íå õóäîé.

Äëÿ âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïåðàöèè X12 = |X1 − X2|
íà áîëüøåå ÷èñëî ôàêòîðîâ çàìåíèì åå ýêâèâàëåíòíîé îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ íàä ïîëåì F2

X12 = X1 +X2(mod 2),

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äèõîòîìè÷åñêèå ïðèçíàêè è èõ
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êàê òî÷êè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.

1.3.1. Îïðåäåëåíèå ñèìïòîìà

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ m äèõîòîìè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ èñïîëüçóåì ñëó-
÷àéíûé âåêòîð X = (X1, . . . , Xm)T ñ êîìïîíåíòàìè, ïðèíèìàþùè-
ìè äâà çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Ìíîæåñòâî Ωm ðàçìåðíîñòè 2m âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèé ýòîãî âåêòîðà x = (x1, . . . , xm)T , xi ∈ F2, èìååò
ñòðóêòóðó êîíå÷íîé àôôèííîé ãåîìåòðèè E2

m [25]. Êàæäîìó ýëå-
ìåíòó èç Ωm ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî

j = x1 + 2x2 + . . .+ 2m−1xm .

6Ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ óêàçàííûõ áèíàðíûõ ôàêòîðîâ ïðîÿâëÿåòñÿ,
íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè àñòåíèè, òàê êàê îíà ÷àùå ïðîÿâëÿåòñÿ ëèáî ó
ëþäåé èñòîùåííûõ (âûñîêèé, õóäîé), ëèáî ïðè íàðóøåíèè îáìåíà âåùåñòâ
(ìàëåíüêèé, òîëñòûé).
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Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì k-ïîäìíîæåñòâî èç m íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ÷åðåç

τ = (t1, . . . , tk) ⊆ (1, 2, . . . ,m)

è çàäàäèì âåêòîð-ñòðîêó Aτ = (a1, . . . , am) ñ êîìïîíåíòàìè

aj =

{
1, åñëè j ∈ τ,
0 èíà÷å .

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âèäà Xτ = AτX(mod 2) íàçûâàåòñÿ ñèìïòî-
ìîì ðàíãà k.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà X ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè ñèìïòîìàìè
åäèíè÷íîãî ðàíãà Xi, i = 1, . . . ,m. Ñèìïòîì íóëåâîãî ðàíãà, òî
åñòü ñî âñåìè íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì
X∅ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

1.3.2. Ïðîåêòèâíûå ñâîéñòâà ñèíäðîìà

Åñëè òî÷êè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè P 2
m ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèìïòîìû, òî ïîäïðîñòðàíñòâà
Sk, ãäå k ≤ m, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ýòèõ ñèì-
ïòîìîâ èëè ñèíäðîìû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü èìååòñÿ k + 1 > 0 ñèìïòîìîâ X0, . . . , Xk.
Ñîâîêóïíîñòü 2k+1 − 1 ñèìïòîìîâ âèäà

β1X0 + . . .+ βkXk(mod 2), (1.2)

ãäå êîýôôèöèåíòû βi ∈ F2 íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, íàçûâà-
åòñÿ ñèíäðîìîì k-ãî ïîðÿäêà Sk.

Åäèíè÷íûé ñèìïòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèíäðîì íóëå-
âîãî ïîðÿäêà S0 = S0(Xτ ). Ñèíäðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà S1 ñîñòîèò èç
ñèìïòîìîâ Xτ , Xµ, Xτµ, êîòîðûå óñòðîåíû (1.1) êàê òî÷êè, îáðàçó-
þùèå ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Äåéñòâèòåëüíî,

1 ·Xτ + 0 ·Xµ(mod 2) = Xτ ,

0 ·Xτ + 1 ·Xµ(mod 2) = Xµ ,

1 ·Xτ + 1 ·Xµ(mod 2) = Xτµ.
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Èç ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè Xτ + Xµ(mod 2) = Xτµ ïîëó÷àåì, ÷òî
ñèíäðîì S1 çàäàåòñÿ ëþáîé ïàðîé ñèìïòîìîâ: (Xτ , Xµ), (Xτ , Xτµ)
èëè (Xτµ , Xµ). Ñóììà òðåõ ñèìïòîìîâ îäíîãî è òîãî æå ñèíäðîìà
ðàâíà âûðîæäåííîìó ñèìïòîìó X∅. Ñèíäðîì 2-ãî ïîðÿäêà

S2 = (Xτ , Xµ , Xτµ , Xκ , Xκτ , Xκµ , Xκτµ) (1.3)

óñòðîåí êàê ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ P 2
2 è ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê

S1 íîâîãî ïðèçíàêà Xκ /∈ S1(Xτ , Xµ) è ñèìïòîìîâ, êîòîðûå îáðàçó-
þòñÿ èç ñèìïòîìîâ ñèíäðîìà S1 è ïðèçíàêà Xκ ëèíåéíûì îáðàçîì:

(Xκτ , Xκµ, Xκτµ) = S1(Xτ , Xµ) +Xκ(mod 2) .

Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ñèíäðîì S2, à â êà-
÷åñòâå áëîêîâ âñå ñèíäðîìû S1, ïîëó÷àåì äèçàéí D(7, 3, 1|S2) âèäà

(Xτ Xµ Xτµ ) ,

(Xτ Xκ Xτκ ) ,

(Xτ Xκµ Xκτµ) ,

(Xµ Xκ Xκµ ) , (1.4)

(Xµ Xτκ Xκτµ) ,

(Xκ Xτµ Xκτµ) ,

(Xτµ Xτκ Xκµ ) .

Àíàëîãè÷íî èíäóêòèâíîìó ïîñòðîåíèþ ïðîåêòèâíûõ ãåîìåòðèé ÷å-
ðåç ââåäåíèå íîâîé òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùåé êîíå÷íîé ãåîìåòðèè,
è ÷åðåç ïîñòðîåíèå âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó
òî÷êó, ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñèíäðîì k + 1-ãî ïîðÿäêà

Sk+1 = (Sk, Xν , Sk +Xν(mod 2)), Xν /∈ Sk. (1.5)

Ïîðÿäîê ñèìïòîìîâ â (1.5) áóäåì íàçûâàòü èìïóëüñíûì 7. Ñèìïòî-
ìû, íàõîäÿùèåñÿ èìïóëüñíî óïîðÿäî÷åííîì ñèíäðîìå Sk íà 2m-ì
ìåñòå, m = 0, 1, . . . , k, íàçûâàþòñÿ áàçîâûìè. Â êà÷åñòâå áàçîâûõ
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëþáûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèìïòîìû.

7Èìïóëüñíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè â àëãåáðå íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ÷èñåë, ïîñòðîåííûå â êîíå÷íîì ïîëå â ðåçóëüòàòå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-
øåíèé òèïà Ôèáîíà÷÷è.
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1.3.3. Àâòîìîðôèçìû ñèíäðîìà

Âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû âûáîðà áàçîâûõ ñèìïòîìîâ â ñèíäðîìå
Sn èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïîé, èçîìîðôíîé ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ
ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè P qn .

Ñîãëàñíî [25], ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ñèììåòðè÷íîãî äèçàéíà
D(2n− 1, 2n−1− 1, 2n−2− 1), ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî òåîðåìå Çèíãåðà
P 2
n−1, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà PSL

F2
n = SLF2

n íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàç-
ìåðíîñòè n íà n íàä ïîëåì F2 ïîðÿäêà

(2n − 1)(2n − 2) . . . (2n − 2n−1) .

Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè 2
”
ïðîåêòèâíîñòü“ (P ) òðèâèàëüíà, à íå-

âûðîæäåííîñòü (L) è ñïåöèàëüíîñòü8 (S) îçíà÷àåò îäíî è òî æå.
Ìàòðèöà ãðóïïû SLF2

n

A = (α1, α2, . . . , αn)

ñîñòîèò èç n íåíóëåâûõ n-ñòîëáöîâ íàä F2, ñîîòâåòñòâóþùèõ n
ýëåìåíòàì ïîëÿ Fq, ãäå q = 2n. Òàê êàê ðå÷ü èäåò î ìàòðèöàõ ïîëíî-
ãî ðàíãà, íè îäèí èç âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
äðóãèõ. Â êà÷åñòâå α1 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ëþáîé èç 2n − 1
ýëåìåíòîâ Fq \ {0}, â êà÷åñòâå α2 � ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ 2n − 2
âåêòîðîâ, òàê êàê îäèíàêîâûìè â íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå ñòîëáöû
áûòü íå ìîãóò. Òðåòüèì ýëåìåíòîì α3 íå ìîãóò áûòü α1, α2 è α1+α2

(ñëîæåíèå â Fq ïîêîîðäèíàòíîå), ïîýòîìó îñòàåòñÿ 2n−1−(22−1) =
2n − 22 âîçìîæíûõ âàðèàíòà. Âû÷èòàåìîå 22 − 1 ðàâíî ìîùíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâà S1, îáðàçîâàííîãî α1 è α2, è òàê äàëåå. Ñòîëáåö
αk âûáèðàåòñÿ

2n − 1− |Sk−2| = 2n − 1− (2k−1 − 1) = 2n − 2k−1

ñïîñîáàìè, è äëÿ ïîñëåäíåãî αn ÷èñëî âàðèàíòîâ ðàâíî 2n − 2n−1.
Â ÷àñòíîñòè, ïîðÿäîê ãðóïïû SLF2

3 àâòîìîðôèçìîâ D(7, 3, 1)
ðàâåí 168 = 7 · 6 · 4. Óìíîæåíèå ìàòðèöû A = (α1, α2, α3) ∈ SLF2

3 ,
αi ∈ F8 \ {0}, íà íàáîð B íåíóëåâûõ âåêòîðîâ èç F8 \ {0} âèäà

A ·B =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ·
 0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


8Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí 1.
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ïðèâîäèò ê ñîñòîÿùåé èç âñåâîçìîæíûõ ñóìì ñòîëáöîâ αi ìàòðèöå[
a13 a12 a12 + a13 a11 a11 + a13 a11 + a12 a11 + a12 + a13
a23 a22 a22 + a23 a21 a21 + a23 a21 + a22 a21 + a22 + a23
a33 a32 a32 + a33 a31 a31 + a33 a31 + a32 a31 + a32 + a33

]

è ê ïîäñòàíîâêå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8(
1 2 3 4 5 6 7
α3 α2 α2 + α3 α1 α1 + α3 α1 + α2 α1 + α2 + α3

)
.

(1.6)

Íóëåâîé ýëåìåíò èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû

A = (234) =

[
0 0 1
1 1 0
0 1 0

]

ïîäñòàíîâêà íà âñåõ ýëåìåíòàõ ïîëÿ F8 èìååò âèä

(234) :

(
0 1 2 3 4 5 6 7
0 4 3 7 2 6 1 5

)
.

Â ðåçóëüòàòå ýòîé ïîäñòàíîâêè áëîêè äèçàéíà D(7, 3, 1) èç òàáë.1.3
ñîõðàíÿò ñâîþ ñòðóêòóðó, íî ïîðÿäîê áëîêîâ â äèçàéíå èçìåíèòñÿ.

2, 4, 6
1, 4, 5
3, 4, 7
1, 2, 3
2, 5, 7
1, 6, 7
3, 5, 6

→


1, 2, 3
2, 4, 6
2, 5, 7
3, 4, 7
3, 5, 6
1, 4, 5
1, 6, 7

 .

Òàêæå ñóùåñòâåííûì äëÿ áèîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé9 îêàçûâà-
åòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîñòîé ãðóïïû SLF2

4 ïîðÿäêà (24 − 1)(24 −
2)(24 − 22)(24 − 23) = 15 · 14 · 12 · 8 = 20160 àâòîìîðôèçìîâ äèçàéíà
D(15, 7, 3), ñîîòâåòñòâóþùåãî P 2

3 .

9Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî åãî èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè
âñåâîçìîæíûõ èñêàæåíèé ñèììåòðèé â ñòðóêòóðå òðåõ ôàêòîðîâ.
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1.3.4. Äâîéñòâåííîñòü ñèìïòîìîâ è ñèíäðîìîâ

Ïóñòü èìååòñÿ ñëó÷àéíûé áèíàðíûé âåêòîð X = (X1, . . . , Xm) ñ
ìíîæåñòâîì âñåõ ðåàëèçàöèé Ωm. Ìíîæåñòâî òî÷åê èç Ωm, ïðè êî-
òîðûõ ñèìïòîì Xτ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Bτ è Bτ ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü Xτ çàäàåò ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà Ωm = Bτ ∪Bτ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Bτ ∩Bτ = ∅
îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè |Bτ | = |Bτ | = 2m−1. Áëîê Bτ ñ òî÷êàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ Xτ = AτX(mod 2) = 0, áóäåì íàçû-
âàòü îñíîâíûì, à áëîêBτ ñ òî÷êàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ
Xτ = AτX(mod 2) = 1, äîïîëíèòåëüíûì. Âûðîæäåííîìó ñèìïòîìó
X∅ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå (Ωm, ∅).

Îïðåäåëåíèå 4. Áëîê Bτ ⊕Bµ âèäà

(Bτ ∪Bµ) \ (Bτ ∩Bµ) = (Bτ \Bµ) ∪ (Bµ \Bτ )

áóäåì íàçûâàòü ñóììîé10 áëîêîâ Bτ è Bµ.

Òåîðåìà 4. 1. Ñèìïòîì Xτµ çàäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ωm
íà (Bτµ, Bτµ), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

Bτµ = BτBµ +BτBµ = Bτ ⊕Bµ = Bτ ⊕Bµ,
Bτµ = BτBµ +BτBµ = Bτ ⊕Bµ = Bτ ⊕Bµ. (1.7)

2. Åñëè íàä ïîëåì ÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè ñóììà ýëåìåíòîâ â
áëîêàõ Bτ è Bµ ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî |Bτ | = k1 = |Bτ | è |Bµ| =
k2 = |Bµ| , òî |Bτµ| = k1 + k2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Áëîê Bτµ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ Xτµ = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èëè Xτ = 0, Xµ = 0, èëè
Xτ = 1, Xµ = 1. Óñëîâèÿì Xτ = 0 è Xµ = 0 óäîâëåòâîðÿþò íàáîðû
ýëåìåíòîâ Bτ è Bµ, à óñëîâèÿì Xτ = 1 è Xµ = 1 óäîâëåòâîðÿþò Bτ
è Bµ. Îòñþäà ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå âûðàæåíèå äëÿ Bτµ. Êðîìå
òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ 4 èìååì

Bτ ⊕Bµ = (Bτ ∪Bµ) \ (Bτ ∩Bµ) =

= (Bτ \ (Bτ ∩Bµ)) ∪ (Bµ \ (Bτ ∩Bµ)) =

= (Bτ \Bµ) ∪ (Bµ \Bτ ) = BτBµ ∪BµBτ = Bτµ .

10Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ, îïåðàöèè Bτ ⊕ Bµ ñîîòâåòñòâóåò
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü.
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Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ Bτµ.
2. Â ñèëó òîãî, ñóììà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ â ïîëå ÷åòíîé õà-

ðàêòåðèñòèêè ðàâíà íóëþ, ïîëó÷àåì

k1 = |Bτ | = |Bτ ∩Bµ|+ |Bτ \Bµ|,
k2 = |Bµ| = |Bτ ∩Bµ|+ |Bµ \Bτ |,

|Bτµ| = |Bτ ⊕Bµ| = |Bτ \Bµ|+ |Bµ \Bτ | =
= k1 + |Bτ ∩Bµ|+ k2 + |Bτ ∩Bµ| = k1 + k2. �

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî τ ñïðàâåäëèâî Bτ ⊕ Bτ = ∅ è Bτ ⊕ Bτ = Ωm,
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

(Bτ , Bτ )⊕ (Bτ , Bτ ) = (Bτ ⊕Bτ , Bτ ⊕Bτ ) = (∅,Ωm) ,

(Bτ , Bτ )⊕ (Bµ, Bµ) = (Bτµ, Bτµ) ⇐⇒
⇐⇒ (Bτ , Bτ )⊕ (Bτµ, Bτµ) = (Bµ, Bµ).

(Bτ , Bτ )⊕ (Bτµ, Bτµ) = (Bτ ⊕Bτµ, Bτ ⊕Bτµ) =

= Bτ ⊕Bτ ⊕Bµ, Bτ ⊕Bτ ⊕Bµ) = (Bµ, Bµ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå ïàð ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ áëîêîâ ìîæíî çàäàâàòü òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìï-
òîìîâ â ñèíäðîìå Sm−1, ÷òî è â (1.5), òî åñòü ñèíäðîì Sm−1 ìîæíî
îïèñûâàòü ñ äâóõ ñòîðîí: êàê ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ, â êîòîðîé
ñèìïòîìû ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè, èëè êàê ñòðóêòóðó ñèììåòðèé m-
ìåðíîé àôôèííîé ãåîìåòðèè â âèäå êàíîíè÷åñêîãî äèçàéíà íàä F2m

ñ ïàðàìåòðàìè

v = 2m, b = 2(2m − 1), r = 2m − 1, k = 2m−1, λ = 2m−1 − 1.

(1.8)

Â êàíîíè÷åñêîì äèçàéíå (òàáë.1.5), ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöè-
åé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûé êóá (ðèñ. 1.7), ïàðû ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ áëîêîâ óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ èìïóëüñíûì ïîðÿä-
êîì ñèìïòîìîâ â ñèíäðîìå (X0, X1, X01, X2, X02, X12, X012) . Òðè
ïàðû âíåøíèõ ãðàíåé ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà çíà-
÷åíèé òðåõìåðíîãî äèõîòîìè÷åñêîãî âåêòîðà (âåðøèí êóáà) òðå-
ìÿ áàçîâûìè ñèìïòîìàìè, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ
èñõîäíûå ïðèçíàêè (ñèìïòîìû åäèíè÷íîãî ðàíãà). Òðè ïàðû äèàãî-
íàëüíûõ ãðàíåé ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèÿì ñèìïòîìàìè ðàíãà äâà,
òåòðàýäðû � ðàçáèåíèÿì ñèìïòîìàìè ðàíãà òðè.
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1.4. Âòîðîé èñêëþ÷èòåëüíûé

èçîìîðôèçì SLF2
3
∼= PSLF7

2

Ñîîòâåòñòâèå, óñòàíîâëåííîå ìåæäó ïàðàìè ïàðàëëåëüíûõ ãè-
ïåðïëîñêîñòåé àôôèííîé ãåîìåòðèè E2

n è ãèïåðïëîñêîñòÿìè ïðî-
åêòèâíîé ãåîìåòðèè P 2

n−1 (ðàçäåë 1.3.4), ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,
÷òî èçìåíåíèå â óïîðÿäî÷èâàíèè ñèìïòîìîâ â ñèíäðîìå Sn−1 ïðè
ïîìîùè ãðóïïû SLF2

n ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ ïîðÿäêà áëîêîâ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî E2

n äèçàéíà D(v, b, r, k, λ) ñ ïàðàìåòðàìè èç (1.8),
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà íà òî÷êàõ E2

n. Ïðè
n = 3 ýòà ïîäñòàíîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû PSLF7

2 , ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âòîðîé èñêëþ÷èòåëüíûé èçî-
ìîðôèçì ïðîñòûõ êëàññè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêà 168.

1.4.1. Ãðóïïà PSLF7
2 è ïîäñòàíîâêè íà P 7

1

Äèçàéí D(8, 14, 7, 4, 3), ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé êîòîðî-
ãî ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûé êóá, îáðàçóþò ýëåìåíòû ïîëÿ F8 (òàáë.1.4).
Ìåæäó ýëåìåíòàìè F8 è P 7

1 ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå. Ïðè ââåäåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò òî÷êè ïðîåê-
òèâíîé ïðÿìîé P 7

1 âûðàæàþòñÿ ïðè ïîìîùè äâóìåðíûõ âåêòîðîâ:

[
0
c

]
,

[
c
0

]
,

[
c
c

]
,

[
c
2c

]
,

[
c
3c

]
,

[
c
4c

]
,

[
c
5c

]
,

[
c
6c

]
,

ãäå c ∈ F7, c 6= 0. Äëÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíåå èñïîëüçî-
âàòü íîðìèðîâêó, à íîðìèðîâàííûå âåêòîðà ñîáðàòü â ìàòðèöå

T0 =

[
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6

]
. (1.9)

Â êîäèðîâêå òî÷åê P 7
1 èñïîëüçóåì îòíîøåíèÿ k = x0

x1
, êîòîðûå íàä

F7 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , 6, 7. ×åðåç 7 îáîçíà÷åíî îòíîøåíèå
x1/0, èìåþùåå ñìûñë áåñêîíå÷íîñòè. Èòàê, ëþáîé ìàòðèöå íàä F7

T =

[
t11 . . . t1n
t21 . . . t2n

]
(1.10)

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð π(T ) =
[ t21
t11

. . . t2n
t1n

]
íàä P 7

1 .
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìàòðèöû ñ n = 8 ñòîëáöàìè, äëÿ êîòîðûõ
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Òàáëèöà 1.9.

D1(8, 14, 7, 4, 3|P 7
1 ) D0(8, 14, 7, 4, 3|P 7

1 )

i Bi Bi j Si Si
1 0256 1347 1 0125 3467
2 0345 1267 2 0234 1567
3 0157 2346 3 0267 1345
4 0136 2457 4 0146 2357
5 0467 1235 5 0137 2456
6 0237 1456 6 0457 1236
7 0124 3567 7 0356 1247

âåêòîð π(T ) ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû P 7
1 . Ìàòðèöà T0 èç (1.9) çàäàåò

âåêòîð π(T0) = [70123456]. Ïðåîáðàçîâàíèå òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿ-
ìîé P 7

1 ïðè ïîìîùè ìàòðèöû A ∈ PSLF7
2 ïðèâîäèò ê ïîäñòàíîâêå(

π(T0)
π(AT0)

)
=

(
k
τk

)
k,τk∈P 7

1

=

=

(
7 0 1 2 3 4 5 6
τ7 τ0 τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6

)
.

1.4.2. Ïîäñòàíîâêè èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî

PSLF7
2 äèçàéíîâ D(8, 14, 7, 4, 3|P 7

1 )

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäë. 1 (ðàçäåë 1.2.5) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
äâå íåàâòîìîðôíûå ïîäñòàíîâêè äèçàéíà D(8, 14, 7, 4, 3|P 7

1 ), èíâà-
ðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû PSLF7

2 (òàáë. 1.9). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
(Bi, Bi)A, (Sj , Sj)A ïîäñòàíîâêè áëîêîâ (Bi, Bi) è (Sj , Sj) äèçàéíîâ
D1(8|P 7

1 ) = D1(8, 14, 7, 4, 3|P 7
1 ) è D0(8|P 7

1 ) = D0(8, 14, 7, 4, 3|P 7
1 ) ïî-

ñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöåé A ∈ PSLF7
2 . Äëÿ ïîäñòàíîâîê íà

áëîêàõ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:(
i
αi

)
∼
(

(Bi, Bi)

(Bi, Bi)A

)
,

(
j
βj

)
∼
(

(Sj , Sj)

(Sj , Sj)A

)
, (1.11)

ãäå i, j ∈ {1, . . . , 7} = F8\{0}. Èñïîëüçóåì ñëîæåíèå (1.7) íà ïîëíûõ
áëîêàõ (Bi, Bi)⊕ (Bj , Bj) = (Bk, Bk), ãäå Bk = BiBj +Bi Bj , Bk =
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BiBj+BiBj . Òîãäà ÷åðåç ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé áëîêè ìîæíî
âûðàçèòü îñòàëüíûå. Äëÿ áëîêîâ Si âñå àíàëîãè÷íî. Îòñþäà ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ ïîäñòàíîâîê α è β íàä F8.

α3 = α1 + α2, β3 = β1 + β2,
α5 = α1 + α4, β5 = β1 + β4,
α6 = α2 + α4, β6 = β2 + β4,

α7 = α1 + α2 + α4, β7 = β1 + β2 + β4.

(1.12)

Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå íîìåðà ïîëíûõ áëîêîâ äèçàéíîâ D0(8|P 7
1 ) è

D1(8|P 7
1 ), â ñóììå íàä ïîëåì F8 ðàâíûå íóëþ, îáðàçóþò êàíîíè÷åñ-

êèé äèçàéí ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðÿìûì â P 2
2 (òàáë. 1.3) áëîêàìè

äèçàéíà D(7, 3, 1|F \ {0}):

246, 145, 347, 123, 257, 167, 356. (1.13)

Î÷åâèäíî ïðè ïîäñòàíîâêå ìàòðèöåé A ∈ PSLF7
2 áëîêè äèçàéíà

(1.13) èçìåíÿò ñâîé ïîðÿäîê. Äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ íî-

ìåðà áëîêà (abc) ââåäåì ïðàâèëîm = ã+b̃+c̃, ãäå ÷åðåç x̃ îáîçíà÷åíî
ñîîòâåòñòâèå æåñòêî-êàíîíè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè âèäà(

x 0 1 2 3 4 5 6 7

x̃ 0 3 6 1 5 4 2 7

)
. (1.14)

Èç (1.14) ïîëó÷àåì, ÷òî áëîê (246) èìååò ïîðÿäêîâûé íîìåð 1 =
2̃+4̃+6̃ = 6+5+2, áëîê (145) èìååò ïîðÿäêîâûé íîìåð 2 = 1̃+4̃+5̃ =
3 + 5 + 4 è òàê äàëåå.

Çàìå÷àíèå.
”
Ëåâûé êóá“ èç òàáë. 1.6 îáðàçóþò áëîêè:

(B1, S3), (B2, S6), (B3, S1), (B4, S5), (B5, S4), (B6, S2), (B7, S7) .

ÏÐÈÌÅÐ 1. A =

[
2 0
1 4

]
∈ PSLF7

2 , TrA = 6 íàä F7.

AT0 =

[
2 0
1 4

] [
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6

]
=

=

[
0 2 2 2 2 2 2 2
4 1 5 2 6 3 0 4

]
.

Ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó ýòà ìàòðèöà ðàâíà ìàòðèöå[
0 1 1 1 1 1 1 1
1 4 6 1 3 5 0 2

]
.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ïîäñòàíîâêó (k, τk) íà ýëåìåíòàõ P 7
1 âèäà

(
k
τk

)
k,τk∈P7

1

=

(
7 0 1 2 3 4 5 6
7 4 6 1 3 5 0 2

)
. (1.15)

ÏÐÈÌÅÐ 2. A =

[
2 1
1 1

]
∈ PSLF7

2 , TrA = 2 + 1 = 3 íàä F7.

AT =

[
1 0
2 1

] [
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6

]
=

=

[
0 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 0 1

]
.

Ïîëó÷àåì ïîäñòàíîâêó íà ýëåìåíòàõ P 7
1(

k
τk

)
k,τk∈P7

1

=

(
7 0 1 2 3 4 5 6
7 2 3 4 5 6 0 1

)
(1.16)

è ïîäñòàíîâêè íà ïîëíûõ áëîêàõ äèçàéíîâ (òàáë. 1.9):

(B1, B1)A = (0256, 1347)A = (2401, 3567) = (B7, B7),
(B2, B2)A = (0345, 1267)A = (2560, 1347) = (B1, B1),
(B4, B4)A = (0136, 2457)A = (0467, 1235) = (B5, B5),

(S1, S1)A = (0125, 3467)A = (2340, 1567) = (S2, S2),
(S2, S2)A = (0234, 1567)A = (2456, 0137) = (S5, S5),
(S4, S4)A = (0267, 2357)A = (2361, 0457) = (S6, S6),

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñòàíîâêàì (i, αi) è (j, βj):(
i
αi

)
∼
(

1 2 3 4 5 6 7
7 1 6 5 2 4 3

)
,(

j
βj

)
∼
(

1 2 3 4 5 6 7
2 5 7 6 4 3 1

)
. (1.17)

Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêè α è β ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α1 = 7 = β̃2 + β̃4 + β̃6 = 5̃ + 6̃ + 3̃ = 4 + 2 + 1 = 7,

α2 = 1 = β̃1 + β̃4 + β̃5 = 2̃ + 6̃ + 4̃ = 6 + 2 + 5 = 1,

α4 = 5 = β̃1 + β̃2 + β̃3 = 2̃ + 5̃ + 7̃ = 6 + 4 + 7 = 5.

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî ïðè ïåðåõîäå ê äâîéñòâåííûì îáîçíà-
÷åíèÿì çà ñ÷åò òîãî, ÷òî âñå α è β ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

β1 = 2 = α̃2 + α̃4 + α̃6 = 1̃ + 5̃ + 4̃ = 3 + 4 + 5 = 2,

β2 = 5 = α̃1 + α̃4 + α̃5 = 7̃ + 2̃ + 5̃ = 7 + 6 + 4 = 5,

β4 = 6 = α̃1 + α̃2 + α̃3 = 7̃ + 1̃ + 6̃ = 7 + 3 + 2 = 6.
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Òàáëèöà 1.10.

∗ 1 2 3 4 5 6 7

1 1 2 3 4 5 6 7
2 2 4 6 5 7 1 3
3 3 6 5 1 2 7 4
4 4 5 1 7 3 2 6
5 5 7 2 3 6 4 1
6 6 1 7 2 4 3 5
7 7 3 4 6 1 5 2

1.4.3. Ëèíåéíî-ëîãàðèôìè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó P 7
1 è F8

Äëÿ íàâåäåíèÿ êîíòðàñòíîñòè çà ñ÷åò ÿâíîãî ïðîÿâëåíèÿ îñåâûõ
ñèììåòðèé ïåðåâåäåì äèçàéíû ñ ýëåìåíòàìè íàä P 7

1 â äèçàéíû ñ
ýëåìåíòàìè íàä F8. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ F8 áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïîëèíîìû c0 +c1x+c2x

2, ãäå ci ∈ F2, à èìåííî, {0, 1, x, x+1, x2, x2 +
1, x2 + x, x2 + x + 1} = {0, 1, . . . , 7}. Èçâåñòíî [25], ÷òî ñòåïåíè
ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ x ∈ Fq îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà
q − 1, xq−1 = 1. Ïîñòðîèì íàä F8 òàáëèöó óìíîæåíèÿ (òàáë. 1.10)
è ñòåïåíåé ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ 2 (òàáë. 1.11), ïðèíèìàÿ f(x) =
x3 +x2 +1 â êà÷åñòâå íåïðèâîäèìîãî ïîëèíîìà è 2∞ = 0, ãäå∞ = 7.

Òàáëèöà 1.11.

y ∈ P 7
1 7 0 1 2 3 4 5 6

x = 2y ∈ F8 0 1 2 4 5 7 3 6

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ {0, 1, 2, . . . , 6} ÿâëÿ-
þòñÿ ýëåìåíòàìè F7 è âìåñòå ñ 7 = ∞ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P 7

1 .
Ïîñòðîèì ëèíåéíî-ñòåïåííîå ïðåîáðàçîâàíèå F (y) = A(2y), ãäå

y ∈ P 7
1 , 2y ∈ F8, ìàòðèöà A = [147] ∈ SLF2

3 çàäàåò ïîäñòàíîâêó íà
ýëåìåíòàõ ïîëÿ F8 âèäà(

0 1 2 3 4 5 6 7
0 7 4 3 1 6 5 2

)
.
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Òàáëèöà 1.12.

y ∈ P 7
1 7 0 1 2 3 4 5 6

F (y) ∈ F8 0 7 4 1 6 2 3 5

x ∈ F8 0 1 2 3 4 5 6 7

G(x) ∈ P 7
1 7 2 4 5 1 6 3 0

Ðåçóëüòàòû îáðàòíîãî ëîãàðèôìè÷åñêè-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ
G(x) = log2(A−1x) ∈ P 7

1 , ãäå x ∈ F8, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.12.
Ïîäñòàíîâêà, çàäàâàåìàÿ ìàòðèöåé A−1 = [274] ∈ SLF2

3 , èìååò âèä(
0 1 2 3 4 5 6 7
0 4 7 3 2 6 5 7

)
.

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ëèíåéíî-ñòåïåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F (y) äè-
çàéíû D1(8, 14, 7, 4, 3|P 7

1 ) è D0(8, 14, 7, 4, 3|P 7
1 ) (òàáë. 1.9) ïåðåéäóò â

êàíîíè÷åñêèé D0(8, 14, 7, 4, 3|F8) è ïîðÿäêîâûé11 D1(8, 14, 7, 4, 3|F8)
äèçàéíû ñ òî÷íûì ÷åðåäîâàíèåì áëîêîâ (òàáë. 1.13), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì èìïóëüñíîìó ïîðÿäêó ñèìïòîìîâ â ñèíäðîìå.

Òàáëèöà 1.13.

D0(8, 14, 7, 4, 3|F8) D1(8, 14, 7, 4, 3|F8)

i Bi Bi j Si Si
1 0246 1357 1 0256 1347
2 0145 2367 2 0345 1267
3 0347 1256 3 0157 2346
4 0123 4567 4 0136 2457
5 0257 1346 5 0467 1235
6 0167 2345 6 0237 1456
7 0356 1247 7 0124 3567

11Ïîä ïîðÿäêîâûì ìû ïîíèìàåì äèçàéí D1(8, 14, 7, 4, 3|F8), äëÿ êîòîðîãî
ñóììû ýëåìåíòîâ â ïàðàõ ïðîòèâîïîëîæíûõ áëîêîâ íàä F8 èñ÷åðïûâàþò
ìíîæåñòâî F8 \ {0}.
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1.4.4. Äâîéñòâåííîñòü α- è β-ïîäñòàíîâîê

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ ñëåäóþùèõ óñëîâèé äëÿ ïîäñòàíîâîê äè-
çàéíîâ Dk(8|P 7

1 ) = Dk(8, 14, 7, 4, 3|P 7
1 ) è Dk(8|F8), k = 0; 1.

• Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà P 7
1 ïðè ïîìîùè A ∈ PSLF7

2

èìåþòñÿ ïîäñòàíîâêè äèçàéíîâ Dk(8|P 7
1 ) (òàáë. 1.9).

• ×åðåç ñîîòâåòñòâèå â òàáë. 1.12 ïîäñòàíîâêè Dk(8|P 7
1 ) ïåðåâå-

äåíû â Dk(8|F8) (òàáë. 1.13).

• Ïîäñòàíîâêè (i, αi) è (j, βj) íàä F8 èç (1.11) ñîîòâåòñòâóþò
ïîäñòàíîâêàì íà ïîëíûõ áëîêàõ Dk(8|F8).

• Ñóììà (1.7) òðåõ ïîëíûõ áëîêîâ â Dk(8|P 7
1 ) ñ íîìåðàìè a, b, c

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì áëîêîì (∅, F8).

Òåîðåìà 5. Äëÿ ïîäñòàâíîâîê (i, αi) è (j, βj) èç (1.11) âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè:

αi = β̃a + β̃b + β̃c, ãäå i = ã+ b̃+ c̃; (1.18)

βj = α̃a + α̃b + α̃c, ãäå j = ã+ b̃+ c̃. (1.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ÷åòíûé ãèïîñèíäðîì 4j = 4j(abc),
ãäå j = ã+ b̃+ c̃, êàê îáðàçîâàííîå áëîêàìè êàíîíè÷åñêîãî äèçàéíà
D0(8|F8) ìíîæåñòâî ïàð ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8

4j = 4j(abc) = {BaBb, BaBb, BaBb, BaBb} . (1.20)

Íå÷åòíûé ãèïîñèíäðîì 5i = 5i(abc), ãäå ĩ = ã + b̃ + c̃, � ýòî
îáðàçîâàííîå áëîêàìè ïîðÿäêîâîãî äèçàéíà D1(8|F8) ìíîæåñòâî
ïàð ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8

5i = 5i(abc) = {SaSb, SaSb, SaSb, SaSb} . (1.21)

Íóìåðàöèÿ ãèïîñèíäðîìîâ óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî j = 1, . . . , 7 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè âèäà
(0j) ∈ 4j èëè (0i) ∈ 5i. Íàïðèìåð, 41 = 41(246) = {01, 23, 45, 67},
51 = 53̃ = {01, 24, 36, 57}.

Ãåîìåòðè÷åñêè ãèïîñèíäðîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïó÷îê èç ÷åòû-
ðåõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïó÷êà ñóùåñòâóåò
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åäèíñòâåííàÿ ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ ïëîñêîñòåé, íà êîòîðóþ îí
îïèðàåòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ íå÷åòíîãî ãèïîñèíäðîìà

51 = 51(347) = {01, 24, 36, 57}

ñðåäè ïîëíûõ áëîêîâ (Bi, Bi) âûáåðåì áëîêè, íå èíöèäåíòíûå ãè-
ïîñèíäðîìó 51 = 51(347), ò.å. òå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íè îäíó
ïàðó ýëåìåíòîâ èç 51. Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñóùåñ-
òâóåò âñåãî îäèí òàêîé áëîê (B3, B3) = (0347, 1256). Îñòàëüíûå
áëîêè íå ïîäõîäÿò, òàê êàê ïåðâûé áëîê B1 = (0246, 1357) ñîäåðæèò
ïàðó (24), âòîðîé B2 = (0145, 2367), ÷åòâåðòûé B4 = (0123, 4567) è
øåñòîé B6 = (0167, 2345) ïàðó (01), ïÿòûé B5 = (0257, 1346) ïàðó
(57), ñåäüìîé B7 = (0356, 1247) ïàðó (36).

Ïîäîáíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìîæåò áûòü óñòà-
íîâëåíî ìåæäó âñåìè îñòàëüíûìè íå÷åòíûìè ãèïîñèíäðîìàìè è
áëîêàìè êàíîíè÷åñêîãî äèçàéíà, à òàêæå ìåæäó ÷åòíûìè ãèïî-
ñèíäðîìàìè è áëîêàìè ïîðÿäêîâîãî äèçàéíà (òàáë. 1.14). Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî ïîäñòàíîâêå (i, αi), ýêâèâàëåíòíîé ïîäñòàíîâêå íà
áëîêàõ ((Bi, Bi), (Bi, Bi)A), ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîäñòàíîâêà íà
ãèïîñèíäðîìàõ (5ĩ,5α̃i), à ïîäñòàíîâêå (j, βj), ýêâèâàëåíòíîé ïîä-

ñòàíîâêå íà ((Sj , Sj), (Sj , Sj)A), ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîäñòàíîâ-
êà íà ãèïîñèíäðîìàõ (4j ,4βj ). Íàïðèìåð, èç

(41(246))A = 4β1
(α2α4α6)

ïî îïðåäåëåíèþ ãèïîñèíäðîìà 4j(abc) ïîëó÷àåì β1 = α̃2 + α̃4 + α̃6.
Â îáùåì âèäå βj = α̃a + α̃b + α̃c ñëåäóåò èç

(4j(abc))A = 4βj (αaαbαc) .

Àíàëîãè÷íî, èç

(51̃(246))A = 5α̃1
(β2β4β6)

ïî îïðåäåëåíèþ ãèïîñèíäðîìà 5j(abc) ïîëó÷àåì α1 = β̃2 + β̃4 + β̃6.
È â îáùåì âèäå èç

(5ĩ(abc))A = 5α̃i(βaβbβc) (1.22)

ïî îïðåäåëåíèþ ãèïîñèíäðîìà 5j(abc) ïîëó÷àåì αi = β̃a + β̃b + β̃c,
Ðàâåíñòâà (1.18) è (1.18) äîêàçàíû.
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1.4.5. Ñäâèãîâûé ïàðàìåòð

Ìàòðèöà èç ãðóïïû PSLF7
2 çàäàåò ïîäñòàíîâêó (m, τm) íàä P 7

1 ,
èç êîòîðîé ïðè ïîìîùè ëîãàðèôìè÷åñêè-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ èç òàáë. 1.12 ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêà (k, tk) íàä F8 ýëåìåíòîâ
êàíîíè÷åñêîãî è ïîðÿäêîâîãî äèçàéíîâ D(8) = D(8, 14, 7, 4, 3|F8) èç
òàáë. 1.13. Àíàëèòè÷åñêè α- è β-ïîäñòàíîâêè íà ïîëíûõ áëîêàõ ýòèõ
äèçàéíîâ âûðàæàþòñÿ íàä F8 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α1 = t̃0 + t̃2 + t̃4 + t̃6, β1 = t0 + t2 + t5 + t6,

α2 = t̃0 + t̃1 + t̃4 + t̃5, β2 = t0 + t3 + t4 + t5,

α4 = t̃0 + t̃1 + t̃2 + t̃3, β4 = t0 + t1 + t3 + t6.

(1.23)

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ÷åòíîé ñóììû îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ íàä ïîëåì
÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àåì, ÷òî β-ïîäñòàíîâêà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äâîéñòâåííàÿ åé α-ïîäñòàíîâêà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ñäâèãà, òî åñòü ïîäñòàíîâêè (k, tk + s), s ∈ F8.

Ïðåäëîæåíèå 2. Áëîêè êàíîíè÷åñêîãî äèçàéíà èíâàðèàíòíû îò-
íîñèòåëüíî ñäâèãà (k, tk + s), s ∈ F8.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îñíîâíîé è äîïîëíèòåëüíûé áëîêè èìåþò ñî-
îòâåòñòâåííî âèä Bi = (0, a, b, a+ b) è Bi = (c, a+ c, b+ c, a+ b+ c).
Åñëè s ∈ Bi, òî ïðè ñäâèãå îñíîâíîé áëîê (s, a+ s, b+ s, a+ b+ s) íå
èçìåíèòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè s = a è s = a + b èìååì ñîîòâåòñòâåííî
Bi = (a, 0, b + a, b) è Bi = (a + b, b, a, 0), äàëåå àíàëîãè÷íî. Åñëè
s ∈ Bi, òî (s, a + s, b + s, a + b + s) = Bi, íàïðèìåð, ïðè s = c è
s = a + c èìååì ñîîòâåòñòâåííî (c, a + c, b + c, a + b + c) = Bi è
(a+ c, c, a+ b+ c, b+ c) = Bi. �

Ïîðÿäêîâûé äèçàéí D1
0(8) ïðè (k, tk + s), ãäå s 6= 0, ïðåîáðà-

çóåòñÿ â ïîðÿäêîâûé äèçàéí D1
s(8) (òàáë.1.21). Òàê êàê íàä F8 âû-

ïîëíÿåòñÿ (a1 + s) + (a2 + s) + (a3 + s) + (a4 + s) = a1 + a2 + a3 +
a4, äèçàéí îñòàíåòñÿ ïîðÿäêîâûì, ò.å. β-ïîäñòàíîâêà èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. Åñëè (a1, a2, a3, a4) = (0abc), s ∈ (0abc), òîãäà,
íàïðèìåð, ïðè s = a èìååì òàêæå (a+ b+ c)-áëîê, íî (a, 0, a+ b, a+
c) 6= (0abc), à ïðè s = a + b + c ïîëó÷èì ïðîòèâîïîëîæíûé áëîê
(a+ b+ c, b+ c, a+ c, a+ b), è s-áëîê äèçàéíà D1

0 ñîäåðæèòñÿ â D
1
s .

Ïîäñòàíîâêà (k, tk) ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç β-ïîäñòàíîâêó
â âèäå tk = βk + t0. Íàïðèìåð, ïåðâûå áàçîâûå ýëåìåíòû ðàâíû

β1 = t0 + t2 + t5 + t6 = t0 + (t2 + t5 + t6 + t1) + t1 = t0 + t1,

β2 = t0 + t3 + t4 + t5 = t0 + (t3 + t4 + t5 + t2) + t2 = t0 + t2,
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îòêóäà β3 = β1 + β2 = t0 + (t0 + t1 + t2 + t3) + t3 = t0 + t3. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè íóæíî ïîñòðîèòü ïåðåõîä îò α- è β-ïîäñòàíîâîê íàä
F8 \ {0} ê (k, tk), òî äîñòàòî÷íî íàéòè òîëüêî t0.

Çàìå÷àíèå. Åñëè D1
0(8) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî (k, βk), òî t0 =

0. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå (k, βk) äèçàéí D1
0(8) ïåðåõîäèò â

D1
s(8), à ýòî âèäíî ïî íàëè÷èþ ñîîòâåòñòâóþùåãî s-áëîêà, òî t0 = s,

òàê êàê äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âìåñòî D1
s(8) äèçàéí D1

0(8), íóæíî

èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêó (k, βk + s). Ïîìèìî íàõîæäåíèÿ ñäâèãà ÷åðåç

ïîðÿäêîâûå äèçàéíû, ñóùåñòâåò åùå îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ t0 ÷åðåç

óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ èíäåêñîâ èëè êîãåðåíòíîñòü.

1.4.6. Òåîðåìà êîãåðåíòíîñòè

Òåîðåìà 6. Ïóñòü èìåþòñÿ α-, β-ïîäñòàíîâêè è (k, tk) íà F8

èç (1.23). Òîãäà èëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå k, ïðè êîòîðîì
(k, βk) = (k, α̃k̃) è t0 = βk, èëè ∀k ∈ F8 (k, βk) = (k, α̃k̃) è t0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íå÷åòíûõ ãèïîñèíäðîìîâ 5, ñîãëàñîâàí-
íûõ ñ ïîäñòàíîâêîé (i, αi), èìååò ìåñòî ïðåîáðàçîâàíèå

(5k)A = (5˜̃
k
)A = 5α̃

k̃
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå βk = α̃k̃ = m îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîãî ðîäà
ãèïîñèíäðîìû 4k è 5k, ñîäåðæàùèå îäèí è òîò æå áëîê (0k),
îòîáðàæàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïîñèíäðîìû, ñîäåðæàùèå îäèí
è òîò æå áëîê (0m).{

(4k)A = 4m
(5k)A = 5m

=⇒ (0k)A = (0m) ,{
(4j)A = 4n
(5j)A = 5l

=⇒ (0j)A = (4n ∩5l) .

Åñëè n = l, òîãäà (0j)A = (4j ∩ 5j)A = 4n ∩ 5n = (0n), è áëîê
(4n ∩ 5l) ñîäåðæèò íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, (0)A = ((0k) ∩ (0j))A =
(0m) ∩ (0n) = 0, òî åñòü t0 = 0. Ïðè ýòîì åñëè (4i)A = 4j , òî
(5i)A = 5j .

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäíèé áëîê (4n ∩ 5l) íå ñîäåðæèò íîëü
(n 6= l), òîãäà t0 = m, òàê êàê

(0)A = ((0k) ∩ (0j))A = (0m) ∩ (4n ∩5l) = m. �
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ÏÐÈÌÅÐ 2 (ïðîäîëæåíèå).

Äëÿ (i, αi) è (j, βj) èç (1.17) ïðîâåðèì óñëîâèå êîãåðåíòíîñòè. Ïîäñòàíîâêè(
ĩ
α̃ĩ

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7
2 5 7 6 4 3 1

)
,(

j
βj

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7
2 5 7 6 4 3 1

)
ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, t0 = 0,(

l
tl

)
l,tl∈F8

=

(
0 1 2 3 4 5 6 7
0 2 5 7 6 4 3 1

)
.

Ïðè ïîìîùè òàáë. 1.12 îò (l, tl) èç F8 ïåðåõîäèì ê îáîçíà÷åíèÿì â P 7
1 .(

k
τk

)
=

(
7 0 1 2 3 4 5 6
7 2 3 4 5 6 0 1

)
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû

A =

[
a b
c d

]
∈ PSLF7

2

â ïîëå F7, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî 7 èìååò ñìûñë áåñêîíå÷íîñòè, íàõîäèì

a2 = 1/(τ1 − τ0)− 1/(τ7 − τ0) = 1/(3− 2)− 1/(7− 2) = 1− 0 = 1,

îòêóäà a = 1 èëè a = 6. Èñïîëüçóåì

c = aτ0 = 1 · 2 = 2; d = bτ7 = b · 7,=⇒ b = 0.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A =

[
1 0
2 d

]
ðàâåí d = 1. Ïîëó÷àåì äâå ìàòðèöû

A =

[
1 0
2 1

]
è A =

[
6 0
5 6

]
,

îïðåäåëÿåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà −1 = 6 â F7, è ïðîâåðÿåì âû÷èñ-
ëåíèå.

AT =

[
2 1
1 1

] [
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6

]
=

=

[
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6

]
,

ãäå ìàòðèöà T èìååò âèä (1.10). Ïîëó÷àåì èñêîìóþ ïîäñòàíîâêó(
k
τk

)
=

(
π(T )
π(AT )

)
=

(
7 0 1 2 3 4 5 6
7 2 3 4 5 6 0 1

)
.

Çàìå÷àíèå. Åñëè a = 0, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòñòàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì b2 = 1

τ7−τ1 .
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ÏÐÈÌÅÐ 3. (
i
αi

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7
5 4 1 2 7 6 3

)
.

Èç ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè (1.18) è (1.19)

α̃2 + α̃4 + α̃6 = 4̃ + 2̃ + 6̃ = 5 + 6 + 2 = 1 = β1,

α̃1 + α̃4 + α̃5 = 5̃ + 2̃ + 7̃ = 4 + 6 + 7 = 5 = β2,

α̃1 + α̃2 + α̃3 = 5̃ + 4̃ + 1̃ = 4 + 5 + 3 = 2 = β4

ïîëó÷àåì ïîäñòàíîâêè:(
j
βj

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7
1 5 4 2 3 7 6

)
,

(
ĩ
α̃ĩ

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 4 7 6 5 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, t0 = 4,(
l
tl

)
l,tl∈F8

=

(
0 1 2 3 4 5 6 7
4 5 1 0 6 7 3 2

)
.

Ïðè ïîìîùè òàáë. 1.12 îò (l, tl) èç F8 ïåðåõîäèì ê îáîçíà÷åíèÿì â P 7
1 .(

k
τk

)
=

(
7 0 1 2 3 4 5 6
1 4 3 6 5 2 7 0

)
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû A =

[
a b
c d

]
∈ PSLF7

2 â ïîëå F7 íàõîäèì

a2 = 1/(τ1 − τ0)− 1/(τ7 − τ0) =

= 1/(3− 4)− 1/(1− 4) = 1/6− 1/4 = 6− 2 = 4,

îòêóäà a = 2 èëè a = 5. Èñïîëüçóåì

c = aτ0 = 2 · 4 = 1; d = bτ7 = b.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A =

[
2 b
1 b

]
ðàâåí 2b − b = b = 1. Ïîëó÷àåì äâå

ìàòðèöû

A =

[
2 1
1 1

]
è A =

[
5 6
6 6

]
,

îïðåäåëÿåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà −1 = 6 â F7. Ïðîâåðÿåì ïðàâèëü-
íîñòü âû÷èñëåíèé.

AT =

[
2 1
1 1

] [
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6

]
=

=

[
1 2 3 4 5 6 0 1
1 1 2 3 4 5 6 0

]
,

ãäå ìàòðèöà T èìååò âèä (1.10). Ïîëó÷àåì èñêîìóþ ïîäñòàíîâêó(
k
τk

)
=

(
π(T )
π(AT )

)
=

(
7 0 1 2 3 4 5 6
1 4 3 6 5 2 7 0

)
.
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1.5. Èíôîðìàòèâíîñòü ñèìïòîìîâ

1.5.1. Ðàñïðåäåëåíèå ñèíäðîìà

Äëÿ êàòåãîðèàëüíûõ ïðèçíàêîâ òåðÿþò âñÿêèé ñìûñë ïîíÿòèÿ
ñðåäíåãî è äèñïåðñèè, è îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ èëè èíôîðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ωn çíà÷åíèé (x1, . . . , xn) ñëó-
÷àéíîãî äèõîòîìè÷åñêîãî âåêòîðà X = (X1, . . . , Xn)T ïî ïðàâèëó
j = x1 + 2x2 + . . . + 2n−1xn, j = 0, 1, . . . , N = 2n − 1, è îáîçíà÷èì
ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷åðåç (p0, . . . , pN ), ãäå

pj = P (X1 = x1, . . . , Xn = xn),

N∑
j=0

pj = 1.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ñ íîìåðàìè èç ìíî-
æåñòâà B ⊆ {0, 1, 2, . . . , N}, ðàâíà

P (B) =
∑
j∈B

pj . (1.24)

Åñëè èçâåñòíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñèìïòîìîâ Xτ è Xµ[
p00 p01

p10 p11

]
=

[
P (BτBµ) P (BτBµ)
P (BτBµ) P (BτBµ)

]
,

ãäå ÷åðåç Bτ ⊆ {0, 1, 2, . . . , N} îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé X,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Xτ = 0 (ðàçäåë 1.3.4), |Bτ | = 2n−1, òî
ðàñïðåäåëåíèå ñèìïòîìîâ Xτ , Xµ, è Xτµ = Xτ +Xµ(mod 2) ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

(p00 + p01, p10 + p11), (p00 + p10, p01 + p11), (p00 + p11, p01 + p10) .

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàñïðåäåëåíèå ñèíäðîìà k-ãî ïîðÿäêà åñòü ñîâ-
ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå áàçîâûõ ñèìïòîìîâ Xτ0 , Xτ1 , . . . , Xτk .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèíäðîìîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà
èëè ñèïòîìîâ Xτi , ãäå τi ⊆ {1, 2, . . . , n}, âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî
ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ áëîêîâ ñèìïòîìà Xτi çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
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äî ïåðåñòàíîâêè îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî áëîêîâ â âèäå ïðÿìîé
ñóììû

{Bτi , Bτi} =

{∑
t∈τi

Bt,
∑
t∈τi

Bt

}
,

à âåðîÿòíîñòè P (Bτi) è P (Bτi) âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè (1.24).
Òàêèì îáðàçîì, â S0 ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè íà äâóõ
ìíîæåñòâàõ ìîùíîñòè 2n−1.

Åñëè èçâåñòíû ÷àñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñèìïòîìîâ Xτ è Xµ, òî
èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè, îïðåäåëÿå-
ìûìè íà 22 ìíîæåñòâàõ ìîùíîñòè 2n−2, ïîëó÷åííûõ ÷åðåç òåíçîð-
íîå ïðèçâåäåíèå

(Bτ , Bτ )⊗ (Bµ, Bµ) = (BτBµ, BτBµ, BτBµ, BτBµ) .

Äëÿ òðåõ è áîëåå íåçàâèñèìûõ ñèìïòîìîâ Xτ1 , . . . , Xτk , k ≤ n,
ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè íà 2k ìíî-
æåñòâàõ ìîùíîñòè 2n−k âèäà

(Bτ1 , Bτ1)⊗ . . .⊗ (Bτn , Bτn) . (1.25)

Ïðè âû÷èñëåíèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ n íåçàâèñèìûõ ñèìï-
òîìîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.25) ÷åðåç òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó-
÷àåì 2n ìíîæåñòâ åäèíè÷íîé ìîùíîñòè, êîòîðûå èñ÷åðïûâàþò âñå
êîìïîíåíòû âåêòîðà ðàñïðåäåëåíèÿ (p0, p1, . . . , pN ), ãäå N = 2n− 1.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 7. Ðàñïðåäåëåíèå ñèíäðîìà (n−1)-ãî ïîðÿäêà ñ áàçîâûìè
ñèìïòîìàìè Xτ0 , Xτ1 , . . . , Xτn−1

ñîâïàäàåò ñ ñîâìåñòíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì êîìïîíåíò èñõîäíîãî äèõîòîìè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî âåê-
òîðà (X1, . . . , Xn)T ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.

1.5.2. Èíôîðìàöèîííûå ãëàâíûå êîìïîíåíòû

Ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîãî áèíàðíîãî âåêòîðà X = (X1, . . . , Xn)T ñ
ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì p0, . . . , pN , N = 2n−1, âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

H(X1, . . . , Xn) = −
N∑
i=0

pi log2 pi. (1.26)
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Òàáëèöà 1.15.

i 0 1 2 3 4 5 6 7
x3 0 0 0 0 1 1 1 1
x2 0 0 1 1 0 0 1 1
x1 0 1 0 1 0 1 0 1
ni 117 26 74 21 39 9 37 8
ni
n

0.353 0.079 0.224 0.063 0.118 0.027 0.112 0.024

Ñ ïîìîùüþ ýíòðîïèè â áèòàõ èçìåðÿåòñÿ ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñ-
òè âåêòîðà X. Çà îäèí áèò ïðèíèìàåòñÿ ýíòðîïèÿ äèõîòîìè÷åñêîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàâíîâåðîÿòíûìè çíà÷åíèÿìè. Èñïîëüçóÿ
óñëîâíóþ ýíòðîïèþ

H(Y |X) =

N∑
i=0

H(Y |X = xi)P{X = xi} ,

ìîæíî ïîêàçàòü, íàñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü îäíîãî
ïðèçíàêà, åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå äðóãîãî. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî

H(Y |X) = H(X,Y )−H(X) . (1.27)

ÏÐÈÌÅÐ. Â òàáë. 1.15 ïðåäñòàâëåíû äàííûå î ÷èñëå íàðêîìàíîâ, êîòîðûå

õàðàêòåðèçóþòñÿ òðåìÿ áèíàðíûìè ïðèçíàêàìè. Åñëè X1 = 1, òî äëèòåëüíîñòü

óïîòðåáëåíèÿ ãåðîèíà ó ìóæ÷èí áîëüøå ïÿòè ëåò, ó æåíùèí áîëüøå òðåõ ëåò,

èíà÷å X1 = 0. Ïðè X2 = 1 íàçíà÷àëñÿ àíòèäåïðåññàíò, ïðè X2 = 0 ïëàöåáî.

Ïðèçíàê X3 îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïðîãðàììû îòêàçà îò óïîòðåáëåíèÿ íàðêîòè-

êîâ. Âîçìîæíû âîñåìü âàðèàíòîâ çíà÷åíèé âåêòîðà (X1, X2, X3), êîòîðûå ÷åðåç

i = X1 + 2X2 + 4X3 êîäèðóþòñÿ ÷èñëàìè îò 0 äî 7.

Èñïîëüçóÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû p̂i = ni
n
, i = 0, 1, . . . , 7, èç òàáë. 1.15

è ðàçáèåíèå Ω3 ïðè ïîìîùè ñèìïòîìîâ íà áëîêè äèçàéíà D(8, 14, 7, 4, 3) èç

òàáë. 1.4, âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòè P{Xτ = 0} = P (Bτ ) è P{Xτ = 1} = P (Bτ ) â

ðàñïðåäåëåíèè ñèìïòîìîâ ïî (1.24) è ïî (1.26) èõ ýíòðîïèè (òàáë. 1.16).

Ïîñêîëüêó, êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîð.7, ðàñïðåäåëåíèå ñèíäðî-
ìà ïðè èçìåíåíèè áàçîâûõ ñèìïòîìîâ èçìåíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâêè, ýíòðîïèÿ ñèíäðîìà îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíî-
ñèòåëüíî âûáîðà áàçîâûõ ñèìïòîìîâ. Íà îñíîâå ýòîãî äîêàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òàáëèöà 1.16.

τ (Bτ , Bτ ) P (Bτ ) P (Bτ ) H(Xτ )

1 (0246, 1357) 0.807 0.193 0.708
2 (0145, 2367) 0.577 0.423 0.983
12 (0347, 1256) 0.559 0.441 0.990
3 (0123, 4567) 0.719 0.281 0.857
13 (0257, 1346) 0.628 0.372 0.952
23 (0167, 2345) 0.586 0.414 0.987
123 (0356, 1247) 0.556 0.444 0.991

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X1, . . . , Xn ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè ñèìï-
òîìàìè â ñèíäðîìå Sn−1. Òîãäà äëÿ ñèìïòîìîâ Xτj ∈ Sj−1 ∪ X∅
èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå ýíòðîïèè ñèíäðîìà â âèäå

H(Sn−1) = H(X1) +

n−1∑
j=1

H(Xj+1 +Xτj |Sj−1).

Íàïðèìåð, ýíòðîïèþH(S2) ñèíäðîìà S2, êîòîðûé çàäàåòñÿ áàçîâû-
ìè ñèìïòîìàìè (X1, X2, X3), ìîæíî ðàçëîæèòü âîñåìüþ ñïîñîáàìè.

H(S2) = H(X1) +

{
H(X2|X1)
H(X12|X1)

+


H(X3|X1, X2)
H(X13|X1, X2)
H(X23|X1, X2)
H(X123|X1, X2)

.

Â ìíîãîìåðíîì ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå ìåòîä ãëàâíûõ êîìïî-
íåíò ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä îò êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ ê íàè-
áîëåå èíôîðìàòèâíûì íåêîððåëèðîâàííûì ãëàâíûì êîìïîíåíòàì.
Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ê äèõîòîìè÷åñêèì äàííûì íå ïîçâîëÿåò
ñîõðàíèòü äèõîòîìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ãëàâíûõ êîìïîíåíò.

Âîçìîæåí ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ãëàâíûå êîìïîíåíòû îñòàþò-
ñÿ äèõîòîìè÷åñêèìè, à íåêîððåëèðîâàííîñòü çàìåíÿåòñÿ ìåíüøåé
ñâÿçíîñòüþ. Ïåðâîé èíôîðìàöèîííîé ãëàâíîé êîìïîíåíòîé ñ÷èòà-
åòñÿ ñèìïòîì ñ íàèáîëüøåé ýíòðîïèåé. Ñèìïòîìû ñ íàèáîëüøåé
óñëîâíîé ýíòðîïèåé îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ãëàâíîé êîìïîíåíòû îò-
íîñÿòñÿ êî âòîðîé èíôîðìàöèîííîé ãëàâíîé êîìïîíåíòå, ñ íàèáîëü-
øåé óñëîâíîé ýíòðîïèåé îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ äâóõ ãëàâíûõ êîìïî-
íåíò îòíîñÿòñÿ ê òðåòüåé è òàê äàëåå. Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèîííûõ
ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ïðèçíàêîâ.
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Ìîæíî óïîðÿäî÷èâàòü ãëàâíûå êîìïîíåíòû ïðè ïîñëåäîâàòåëü-
íîì óäàëåíèè íàèìåíåå èíôîðìàòèâíûõ ñèìïòîìîâ.

Ñîãëàñíî (1.26), ýíòðîïèÿ ñèíäðîìà S2 ðàâíà H(X1, X2, X3) = 2.542. Ñàìàÿ

áîëüøàÿ ýíòðîïèÿ H(X123) = 0.991 ó ñèìïòîìà X123. Åãî âêëàä â îáùóþ

ýíòðîïèþ ðàâåí 39%. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùåé èíôîðìàöèîííîé ãëàâíîé

êîìïîíåíû íóæíû óñëîâíûå ýíòðîïèè, íî íà îñíîâàíèè (1.27) äîñòàòî÷íî çíà-

÷åíèé ýíòðîïèè ñèíäðîìîâ S1 (òàáë.1.17). Ñðåäè ñèíäðîìîâ S1, ñîäåðæàùèõ

ñèìïòîì X123, íàèáîëüøóþ ýíòðîïèþ èìååò ñèíäðîì, ñîñòîÿùèé èç ñèìïòîìîâ

X2, X13 è X123, ñ 76%-ì âêëàäîì â îáùóþ ýíòðîïèþ, H(X2, X13) = 1.931.

Ìîæíî ïîñòóïèòü èíà÷å: óäàëèòü ìåíåå èíôîðìàòèâíûå ñèìïòîìû, âûáè-

ðàÿ ñèíäðîì 1-ãî ïîðÿäêà ñ íàèáîëüøåé ýíòðîïèåé. Ýíòðîïèÿ ñèíäðîìà S1, ñî-

äåðæàùåãî ñèìïòîìûX12, X13, X23, ìàêñèìàëüíà è ðàâíàH(X12, X13) = 1.933.

Èç X12, X13, X23 îòáðàñûâàåì ìåíåå èíôîðìàòèâíûå ñèìïòîìû, îñòàâëÿÿ X12

ñ ýíòðîïèåé H(X12) = 0.990. Ïî èíôîðìàòèâíîñòè ðàçëîæåíèå ýíòðîïèè ñèí-

äðîìà S2 îêàçûâàåòñÿ òàêèì æå, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå: 39% è 76% èíôîðìàöèè

îáúÿñíÿåòñÿ îäíèì è äâóìÿ ñèìïòîìàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 1.17.

τ, µ, (τ ⊕ µ) BτBµ BτBµ BτBµ BτBµ H(Xτ , Xµ)

2,3,23 10 23 45 67 1.835
1,3,13 20 13 46 57 1.565
12,3,123 30 12 47 56 1.843
1,2,3 40 15 26 37 1.691

2,13,123 50 27 14 36 1.931
1,23,123 60 17 24 35 1.694
12,13,23 70 25 34 16 1.933

Íàèáîëåå ñâÿçíûìè ÿâëÿþòñÿ ñèìïòîìû X2 è X12 ñ êîýôôèöèåíòîì íåîïðåäå-

ëåííîñòè J = 28%, X3 è X13 (J = 26%), X23 è X123 (J = 28.5%).

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðïðåòàöèÿ ðàññëîåíèÿ âûáîðêè ïî íàè-

áîëåå èíôîðìàòèâíîìó ñèìïòîìó X123. Ïðè X123 = 0 ñðåäè
”
íà÷èíàþùèõ“

íàðêîìàíîâ ïîëîæèòåëüíûé èòîã àññîöèèðîâàëñÿ ñ íàçíà÷åíèåì àíòèäåïðåñ-

ñàíòà, à ñðåäè
”
áûâàëûõ“ íåò. Ïðè X123 = 1 àäåêâàòíîå ëå÷åíèå àíòèäåïðåñ-

ñàíòîì ïîëó÷àëè íàðêîìàíû ñî ñòàæåì, à íîâè÷êè íåò. Ñêîðåå âñåãî, ãðàäàöèÿ

X123 = 0 îòâå÷àåò çà ýíäîãåííûé, à X123 = 1 çà ýêçîãåííûé õàðàêòåð äåïðåñ-

ñèè, âûçûâàåìûé äëèòåëüíîñòüþ óïîòðåáëåíèÿ íàðêîòèêîâ [32].

48



1.5.3. Ãåíîòèï ÀÏÔ è ïðîãíîç àðòåðèàëüíîé

ãèïåðòåíçèè

Â òàáë. 1.18 ïðåäñòàâëåíû äàííûå î ÷èñëåííîñòè áîëüíûõ ñ òðå-
ìÿ ôàêòîðàìè, âëèÿþùèìè íà àðòåðèàëüíóþ ãèïåðòåíçèþ. Ïðè-
çíàê X1 = 1 îçíà÷àåò êîíöåíòðè÷åñêóþ ãèïåðòðîôèþ ëåâîãî æåëó-
äî÷êà, X1 = 0 èíà÷å; ïðèçíàê X2 = 1 ñîîòâåòñòâóåò ïëîõîìó ïðî-
ãíîçó (íàëè÷èå íåáëàãîïðèÿòíîãî ñîáûòèÿ â ïîñëåäóþùèå 12 ëåò),
X2 = 0 õîðîøåìó; ïðèçíàê X3 = 1 îçíà÷àåò íàëè÷èå â ãåíîòèïå
(ID, DD) àíãèîòåíçèíïðåâðàùàþùåãî ôåðìåíòà àëëåëÿ D, çíà÷å-
íèå X3 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ãåíîòèïó II.

Ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ ôàêòîðîâ ãåíåòèêè è ôîðìû ãèïåð-
òðîôèè íà ïðîãíîç áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ôàêòîð ãåíåòèêè X3 âëèÿåò
íåçíà÷èìî (p = 0.35 ïî êðèòåðèþ íåçàâèñèìîñòè õè-êâàäðàò), à
ôàêòîð ôîðìû ãèïåðòðîôèèX1 çíà÷èìî (p = 0.01). Íî îáðàùàåò íà
ñåáÿ âíèìàíèå çíà÷èìàÿ êîððåëÿöèÿ (p < 10−5) ìåæäó ôàêòîðîì
àññîöèèðîâàííîñòè ïðîãíîçà ñ ôîðìîé ãèïåðòðîôèè X12 (â ñëó÷àå
êîíöåíòðè÷åñêîé ãèïåðòðîôèè ïðîãíîç ìåíåå áëàãîïîëó÷åí) è ôàê-
òîðîì àññîöèèðîâàííîñòè àëëåëÿ D ñ ïðîãíîçîì X13 (ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ íàëè÷èå àëëåëÿ D ìåíåå áëàãîïîëó÷íûì). Ïîÿñíèì ýòî íà
ðàññëîåííîé ïî ñèìïòîìó X13 âûáîðêå.

Òàáëèöà 1.18. Äàííûå îá àðòåðèàëüíîé ãèïåðòåíçèè.

i 0 1 2 3 4 5 6 7

x3 0 0 0 0 1 1 1 1
x2 0 0 1 1 0 0 1 1
x1 0 1 0 1 0 1 0 1

ni 32 7 4 2 97 49 14 17
ni
n

0.14 0.03 0.02 0.01 0.44 0.22 0.06 0.08

Ïðè êîíöåíòðè÷åñêîé ãèïåðòðîôèè àëëåëü D âñòðå÷àåòñÿ ó 90%
áîëüíûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ 75% ó îñòàëüíûõ áîëüíûõ (p = 0.02). Åñëè
X13 = 0 (ôîðìà ãèïåðòðîôèè àäåêâàòíà ãåíîòèïó), òî 26% áîëüíûõ
ñ íàëè÷èåì àëëåëÿ D è 11% íîñèòåëåé II èìåþò íåáëàãîïîëó÷íûé
ïðîãíîç. Ïðè X13 = 1 (ôîðìà ãèïåðòðîôèè íå àäåêâàòíà ãåíîòèïó),
íàîáîðîò, 12.6% áîëüíûõ ñ íàëè÷èåì àëëåëÿ D è 22% íîñèòåëåé II
èìåþò íåáëàãîïîëó÷íûé ïðîãíîç.
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1.5.4. Ñèìïòîìû è ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ

â äèñïåðñèîííîì àíàëèçå

Äâóõôàêòîðíàÿ ìîäåëü äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà ñ äèõîòîìè÷åñ-
êèìè ôàêòîðàìè X1 è X2 èìååò âèä

yijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + eijk, (1.28)

ãäå µ � ãåíåðàëüíîå ñðåäíåå, αi è βj � äèôôåðåíöèàëüíûå ýôôåê-
òû ôàêòîðîâX1 èX2, (αβ)ij � ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ,
i, j = 0, 1, k = 1, . . . , nij , n11 + n12 + n21 + n22 = n, eijk íåçàâèñèìûå
íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû c íóëåâûì ñðåäíèì è äèñ-
ïåðñèåé σ2. Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) íà ïàðàìåòðû íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ.

u1α1 + u2α2 = 0, v1β1 + v2β2 = 0,

w11(αβ)11 + w12(αβ)12 = 0, w11(αβ)11 + w21(αβ)21 = 0, (1.29)

w21(αβ)21 + w22(αβ)22 = 0, w12(αβ)12 + w22(αβ)22 = 0,

ãäå u1 +u2 = 1, v1 +v2 = 1, w11 +w12 +w21 +w22 = 1. Âûðàæåíèÿ

ui =
ni·
n
, vj =

n·j
n
, wij =

nij
n

ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìîìó ÷àñòè÷íîìó ïëàíó.
Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû ìîäåëè (1.28) ñâÿçàíû ÷åðåç (1.29), èñêî-

ìûì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ

Θ = (µ, α1, β1, (αβ)11)T .

Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû èìåþò âèä:

α2 = −n1·

n2·
α1,

β2 = −n·1
n·1

β1,

(αβ)12 = −n11

n12
(αβ)11,

(αβ)21 = −n11

n21
(αβ)11,

(αβ)22 =
n11

n22
(αβ)11.
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Òàáëèöà 1.19.

µ α1 β1 (αβ)11
y111 1 1 1 1
...

...
...

...
...

y11n11 1 1 1 1

y121 1 1 −n·1
n·2

−n11
n12

...
...

...
...

...
y12n11 1 1 −n·1

n·2
−n11
n12

y211 1 −n1·
n2·

1 −n11
n21

...
...

...
...

...
y21n21 1 −n1·

n2·
1 −n11

n21

y221 1 −n1·
n2·

−n·1
n·2

n11
n22

...
...

...
...

...
y22n22 1 −n1·

n2·
−n·1
n·2

n11
n22

Ìèíèìèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (Y − XΘ)T (Y − XΘ) ïðè-
âîäèò ê îöåíêå âåêòîðà ïàðìåòðîâ

Θ̂ = (XTX)−1XTY. (1.30)

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : α1 = α2 = 0 äîñòàòî÷íî ââåñòè â
ðàññìîòðåíèå óñå÷åííóþ ìîäåëü ñ ìàòðèöåé ïëàíà Xα, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé ñîáîé ìàòðèöó ïëàíà X áåç âòîðîãî ñòîëáöà, âû÷èñëèòü
ñîîòâåòñòâåííî îøèáêè îñíîâíîé è óñå÷åííîé ìîäåëåé

R2
0 = (Y −XΘ̂)T (Y −XΘ̂),

R2
1 = (Y −XαΘ̂α)T (Y −XαΘ̂α)

(1.31)

è ïîñòðîèòü ñòàòèñòèêó

F =
R2

1 −R2
0

R2
0

· n− r
r1 − r

, (1.32)

êîòîðàÿ ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû èìååò ðàñïðåäåëå-
íèå Ôèøåðà ñ r1−r è n−r ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. ×åðåç r = 4 è r1 = 3
îáîçíà÷åíû ðàíãè îñíîâíîé è óñå÷åííîé ìàòðèö ïëàíà.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç γi, ãäå i = 1, 2, ýôôåêò ñèìïòîìà

X12 = |X1 −X2| = X1 +X2(mod 2)

è ïîñòðîèì ìîäåëü

yijk = µ+ γi + βj + (γβ)ij + eijk. (1.33)

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïðè îäèíàêîâûõ âåñàõ â îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðà-
ìåòðû (1.29) ïðîâåðêà ãèïîòåçû H0 : γ1 = γ2 = 0 â ìîäåëè (1.33)
ðàâíîñèëüíà ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0 : (αβ)1 = (αβ)2 = 0 â (1.28).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç e1, . . . , e4 è I1, . . . , I4 âåêòîðû èç n11, n12, n21,
n22 åäèíèö è åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.
Ìàòðèöû ïëàíà X è X̃ ìîäåëåé (1.28) è (1.33) ñõåìàòè÷íî ìîæíî
èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

µ α1 β1 (αβ)11 µ γ1 β1 (γβ)11
e1 e1 e1 e1 e1 e1 e1 e1
e2 e2 −e2 −e2 e2 −e2 −e2 e2
e3 −e3 e3 −e3 e2 −e3 e3 −e3
e4 −e4 −e4 e4 e4 e4 −e4 −e4

Ìåæäó ñîáîé X è X̃ îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ, êîòîðàÿ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå X̃ = XJ , ãäå

J =

 I1 0 0 0
0 0 0 I2
0 0 I3 0
0 I4 0 0

 .
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìîäåëåé (1.28) è (1.33) îøèáêè (1.31) ñîâïàäàþò,
òî åñòü R2

0 = R̃2
0. Ïîäñòàâëÿÿ â R2

0 ðåøåíèå (1.30), ïîëó÷àåì, ÷òî
îøèáêà R2

0 èìååò âèä

(Y −X(XTX)−1XTY )T (Y −X(XTX)−1XTY ) = Y TATAY,

ãäå A = I−X(XTX)−1XT èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè
ñòîëáöîâ â X. Äåéñòâèòåëüíî,

Ã = I − X̃(X̃T X̃)−1X̃T =

= I −XJJ−1X−1(XT )−1(JT )−1JTXT =

= I −XX−1(XT )−1XT = I −X(XTX)−1XT = A .

Î÷åâèäíî, îäèíàêîâûìè îêàçûâàþòñÿ óñå÷åííûå ìàòðèöû ïëàíà
Xα è Xγ , êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ (1.30) è çíà-
÷åíèÿ ñòàòèñòèêè (1.32).
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1.5.5. Ýíòðîïèÿ äèçàéíà

Èññëåäóåì ïîäñòàíîâêè12 äèçàéíà D = D(v, b, r, k, λ|Ωm) ñ ïàðà-
ìåòðàìè èç (1.8), â êîòîðûõ ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ áëîêîâ èì-
ïóëüñíî óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñíî (1.5), à ýëåìåíòû â áëîêàõ óäîâ-
ëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Xτ = 0 è Xτ = 1, ãäå Xτ � ñèìïòîìû
ñèíäðîìà Sm−1, τ ⊆ {1, 2, . . . ,m}. ×åðåç Iτ,µ, ãäå µ ⊆ {1, 2, . . . ,m},
áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâìåñòíóþ èíôîðìàöèþ ñèìïòîìîâ Xτ è Xµ,

I(Xτ , Xµ) = H(Xτ )−H(Xτ |Xµ) = H(Xµ)−H(Xµ|Xτ ) =

= H(Xτ ) +H(Xµ)−H(Xτ , Xµ) .

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîä ýíòðîïèåé äèçàéíà D áóäåì ïîíèìàòü ýí-
òðîïèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèíäðîìà Sm−1, à ïîä
ñóììàðíîé ýíòðîïèåé äèçàéíà D ñóììó ýíòðîïèé ñèìïòîìîâ, îá-
ðàçóþùèõ ñèíäðîì Sm−1, ñîîòâåòñòâóþùèé äèçàéíó D.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7, ýíòðîïèÿ äèçàéíà D èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî åãî ïîäñòàíîâêè. ×òî æå êàñàåòñÿ cóììàðíîé ýíòðîïèè, òî çà
íåêîòîðûì èñêëþ÷åíèåì, êàê íàïðèìåð ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðå-
äåëåíèè, îíà, íàîáîðîò, çàâèñèò îò åãî ïîäñòàíîâêè. Ðàññìàòðèâàÿ
ñóùåñòâåííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé m = 3, ïîêàæåì, ÷òî ïðè ìèíèíóìå
ñóììàðíîé ýíòðîïèè ñèìïòîìû ñâÿçàíû íàèìåíüøèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 8. Ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ áëîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñèìïòîìàì ñèíäðîìà S2(Xτ , Xµ, Xκ), τ, µ, κ ⊆ {1, 2, . . . ,m}, îá-
ðàçóþò äèçàéí D(8, 14, 7, 4, 3|F8) (òàáë. 1.20). Òîãäà ñóììàðíàÿ
ýíòðîïèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììàðíîé ñîâìåñòíîé èíôîð-
ìàöèè ìåæäó ñèìïòîìàìè è ðàâíà∑

λ⊆G(τ,µ,κ)

H(Xλ) =
1

6

∑
λ1,λ2⊆G(τ,µ,κ)

Iλ1λ2
+ c, (1.34)

ãäå c =
1

2

7∑
i=1

H(Si1) = const ,

G(τ, µ, κ) = {τ, µ, τ ⊕ µ, κ, κ⊕ τ, κ⊕ µ, κ⊕ τ ⊕ µ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèìïòîìû ñèíäðîìà S2(Xτ , Xµ Xκ) îáðàçóþò
(òàáë. 1.20) äèçàéí D(7, 3, 1), â êîòîðîì êàæäîìó áëîêó ñîîòâåòñò-
âóåò ñèíäðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà Si1, i = 1, . . . , 7. Äëÿ ëþáîé ïàðû èç

12Ïîñêîëüêó äàëåå ðå÷ü èäåò òîëüêî îá èçîìîðôíûõ ïîäñòàíîâêàõ, òåðìèí

”
èçîìîðôíûå“ îïóñêàåòñÿ.
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ñèìïòîìîâ Xτ , Xµ, Xτµ ñèíäðîìà S1
1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðà-

âåíñòâà:

Iτ,µ = H(Xτ ) +H(Xµ)−H(Xτ , Xµ),

Iτ,τµ = H(Xτ ) +H(Xτµ)−H(Xτ , Xτµ),

Iτµ,µ = H(Xτµ) +H(Xµ)−H(Xτµ, Xµ),

â êîòîðûõ ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå ðàâíû îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó
H(S1

1) (òåîð. 7). Îòñþäà

Iτ,µ + Iτ,τµ + Iµ,τµ = 2(H(Xτ ) +H(Xµ) +H(Xτµ))− 3H(S1
1).

Òàáëèöà 1.20.

S1
1 S2

1 S3
1 S4

1 S5
1 S6

1 S7
1

Xµ Xµ Xµ Xτ Xτ Xκ Xµτ
Xτ Xκ Xτκ Xκ Xµκ Xµτ Xµκ
Xµτ Xµκ Xµτκ Xτκ Xµτκ Xκ Xτκ

Òàêèõ óðàâíåíèé âñåãî 7 = C2
7/3 è ðàâíî êîëè÷åñòâó ñèíäðîìîâ

S1 â ñèíäðîìå S2 (òàáë. 1.20). Ñëàãàåìîå H(Xτ ) âñòðå÷àåòñÿ â òðåõ
óðàâíåíÿõ èç ñåìè, âûäåëÿÿ êîòîðûå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

∑
λ1,λ2⊆G(τ,µ,κ)

Iλ1,λ2 = 6
∑

λ⊆G(τ,µ,κ)

H(Xλ)− 3

7∑
i=1

H(Si1) ,

ýêâèâàëåíòíîå (1.34). Ðàñïðåäåëåíèå ñèíäðîìà S1
1 çàäàåòñÿ ñóììà-

ìè âåðîÿòíîñòåé íà ïàðàõ òî÷åê E3
2 , êîòîðûå çàäàþòñÿ ÷åòûðüìÿ

ìíîæåñòâàìè âèäà

(Bτ , Bτ )⊗ (Bµ, Bµ) =

= (BτBµ, BτBµ, BτBµ, BτBµ).

Ñåìüþ ñèíäðîìàìè Si1 èñ÷åðïûâàåòñÿ âñå ìíîæåñòâî èç 28 = C2
8 ïàð

òî÷åê F8, ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè D(8, 14, 7, 4, 3|F8) ñóììà
ýíòïðîïèé H(Si1) îñòàåòñÿ îäíîé è òîé æå. �
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1.5.6. Ðàçíîîáðàçèå áëîêîâ

Îïðåäåëåíèå 7. Ðàçíîîáðàçèåì ñîâîêóïíîñòè n ýëåìåíòîâ ïî ïðè-
çíàêóX ñN ãðàäàöèÿìè íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðàÿ âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

JX = n lnn−
N∑
i=0

ni lnni,

ãäå ni � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ i-é ãðàäàöèè, n1 + . . .+ nN = n.

Î÷åâèäíî, ðàçíîîáðàçèå ñîâîêóïíîñòè, ñîñòîÿùåé èç îäèíàêîâûõ
ýëåìåíòîâ, ðàâíî íóëþ. Åñëè ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçíû-
ìè ïðèçíàêàìè, òî ðàçíîîáðàçèÿ ïî îòäåëüíûì ïðèçíàêàì ñóììè-
ðóþòñÿ [27].

Êàê è ðàíåå, ñ÷èòàåì Ωm = {0, 1, . . . , N} ìíîæåñòâîì ðåàëèçà-
öèé m-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî äèõîòîìè÷åñêîãî âåêòîðà, ýëåìåíòû êî-
òîðîãî êîäèðóþòñÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå îò 0 äî N = 2m − 1. ×èñëó
ni ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé ñî çíà÷åíèåì i ∈ Ωm.

Ïóñòü Y � äèõîòîìè÷åñêèé ïðèçíàê. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà òî-
÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì Y = 0 è Y = 1 ÷åðåç B è B ⊆ Ωm
ñ êîëè÷åñòâîì íàáëþäåíèé ñîîòâåòñòâåííî

nB =
∑
i∈B

ni è nB =
∑
i∈B

ni .

Ïðåäëîæåíèå 5. Âûáîðî÷íàÿ îöåíêà ýíòðîïèè ïðèçíàêà Y èìå-
åò âèä Ĥ(Y ) = 1

n

(
g(Ωm)− g(B)− g(B)

)
, ãäå g(B) = nB lnnB .

Ýòî íåòðóäíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Øåííîíà [28].

Ĥ(Y ) =
nB
n

ln
n

nB
+
nB
n

ln
n

nB
=

=
1

n
(nB lnn+ nB lnn− nB lnnB − nB lnnB) =

=
1

n

(
g(Ωm)− g(B)− g(B)

)
.

Íàïðèìåð, m = 3, ïðèçíàê Y çàäàåò ðàçáèåíèå ïî áëîêàì

B = (0123) =

 0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1

 , B = (4567) =

 1 1 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1

 .
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Ïî êîîðäèíàòå X1 ðàçíîáðàçèå ðàâíî

JX1
(B) = (n0 + n1 + n2 + n3) ln(n0 + n1 + n2 + n3)−
−(n0 + n2) ln(n0 + n2)− (n1 + n3) ln(n1 + n3).

Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

JX1
(B) = g(B)− g(BB1)− g(BB1),

ãäå áëîêè B1 = (0246), B1 = (1357) ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèþ ìíî-
æåñòâà çíà÷åíèé ïðè ïîìîùè X1. Îáîáùàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíî-
îáðàçèå â áëîêàõ B è B ïî i-é êîîðäèíàòå, i = 1, . . . ,m, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

JXi(B) = g(B)− g(BBi)− g(BBi),

JXi(B) = g(B)− g(BBi)− g(BBi) .

Åñëè â êàæäîì ñëàãàåìîì ñóììû ïîêîìïîíåíòíûõ ðàçíîîáðàçèé

J(B,B) =

m∑
i=1

JXi(B) + JXi(B)

ïðèáàâèòü è îòíÿòü g(Ωm), òî ðàçíîîáðàçèå J(B,B) ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç óñëîâíóþ ýíòðîïèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(B,B) =

m∑
i=1

(g(B)− g(BBi)− g(BBi) +

+g(B)− g(BBi)− g(BBi) + g(Ωm)− g(Ωm)) =

=

m∑
i=1

(nĤ(Y Xi)− nĤ(Y )) =

m∑
i=1

nĤ(Xi|Y ) .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîîáðàçèå, ïîðîæäàåìîå ñèìïòîìîì Y , ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê îñòàòî÷íóþ ïî Y íåîïðåäåëåííîñòü
î êîìïîíåíòàõ äèõîòîìè÷åñêîãî âåêòîðà. ×åì ìåíüøå ðàçíîîáðà-
çèå, òåì áîëåå èíôîðìàòèâåí äëÿ X1, . . . , Xm îêàçûâàåòñÿ ñèì-
ïòîì Y . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ
ìèíèìàëüíûì ðàçíîîáðàçèåì îòëè÷àåòñÿ êàíîíè÷åñêèé äèçàéí.
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1.6. Îáîáùåííûé ñèíäðîì

Â ðàçäåëå 1.3.4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà-
÷åñòâå áàçîâûõ ñèìïòîìîâ â ñèíäðîìå Sm−1 êîìïîíåíò äèõîòîìè-
÷åñêîãî âåêòîðà X = (X1, . . . , Xm)T ïàðû áëîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñèìïòîìàì, îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé äèçàéíD0(v, b, r, k, λ|F2m) ñ ïà-
ðàìåòðàìè

v = 2m, b = 2(2m − 1), r = 2m − 1, k = 2m−1, λ = 2m−1 − 1.

(1.35)

Ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå áàçîâûõ äðóãèõ ñèìïòîìîâ ìû ïîëó÷àåì àâ-
òîìîðôíûå13 ïîäñòàíîâêè ýòîãî æå äèçàéíà, è îñòàåòñÿ íåèçìåííîé
ñòðóêòóðà ñèììåòðèé Ωm, çàäàâàåìàÿ ðàçáèåíèÿìè Ωm = Bτ ∪ Bτ
ïðè ïîìîùè ñèìïòîìîâ Xτ íà äâà ìíîæåñòâà òî÷åê îäèíàêîâîé
ìîùíîñòè Bτ è Bτ , ãäå τ ⊂ {1, 2, . . . ,m}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè íà ýëå-
ìåíòàõ F2m ïîëó÷åíà íîâàÿ ïîäñòàíîâêà äèçàéíà D(v, b, r, k, λ|F2m),
íåàâòîìîðôíàÿ êàíîíè÷åñêîìó äèçàéíó. Ñòðóêòóðà áëîêîâ ñîõðà-
íèò èìïóëüñíóþ óïîðÿäî÷åííîñòü îáîáùåííûõ

”
ñèìïòîìîâ“, îïðå-

äåëÿþùèõ ðàçáèåíèÿ

Ωm = Bτ ∪Bτ , |Bτ | = |Bτ |,

íî τ óæå íå ìîæåò íåñòè íà ñåáå ñìûñëîâîé íàãðóçêè ïîäìíîæåñòâà
èç m íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Õîòÿ ýòè

”
ñèìïòîìû“ íåëüçÿ âûðàçèòü

÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äèõîòîìè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ, ïîÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ÷åðåç Bτ è Bτ èñêàæåíèé ñèììåòðèé,
âíåñåííûõ ïîäñòàíîâêîé íà Fq, q = 2m.

Ðàñïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ñèíäðîìà ñòðîèòñÿ òàêæå, êàê è â
ñëó÷àå îáû÷íûõ ñèìïòîìîâ (1.25). Ýíòðîïèÿ îáîáùåííîãî ñèíäðî-
ìà ïî m ñèìïòîìàì ýêâèâàëåíòíà ýíòðîïèè îáû÷íîãî ñèíäðîìà
Sm−1, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (òåîð. 7) äðîáëåíèå ïðîñòðàíñòâà Ωm ïî
m ñèìïòîìàì â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäèò ê ýëåìåíòàì Ωm, â òîì
÷èñëå â îáîáùåííîì ñëó÷àå.

13Àâòîìîðôíûå ïîäñòàíîâêè äèçàéíà îçíà÷àþò, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå íà
ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâî áëîêîâ îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì. Åñëè ìíîæåñòâî áëîêîâ
èçìåíÿåòñÿ ïðè çàäàííîé ïîäñòàíîâêå íà ýëåìåíòàõ, òî ïîäñòàíîâêè íåàâòîìîð-
ôíûå (ðàçäåë 1.2.4).
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1.6.1. Ïîðÿäêîâûå äèçàéíû D1(7, 3, 1|F8 \ {0})
Âîçìîæíîñòè ïàðàìåòðèçàöèè èçîìîðôíûõ ïîäñòàíîâîê äèçàé-

íîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ àôôèííîé ãåîìåòðèè E2
n, ðàññìîòðèì íà ïðè-

ìåðå ñóùåñòâåííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ n = 3, â êîòîðîì äëÿ ýòèõ
öåëåé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðîñòàÿ ãðóïïà SLF2

4 àâòîìîðôèç-
ìîâ äèçàéíà D(15, 7, 3).

Îäíîé èç èçîìîðôíûõ, íî íå àâòîìîðôíûõ êàíîíè÷åñêîìó äè-
çàéíó D(8, 14, 7, 4, 3) ïîäñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà, â êîòîðîé
ñóììû ýëåìåíòîâ â ïàðàõ ïðîòèâîïîëîæíûõ áëîêîâ îáðàçóþò ìíî-
æåñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8 (ðàçäåë 1.4.3). Â [9] òàêîé
äèçàéí áûë íàçâàí ïîðÿäêîâûì.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü ÷èñëî áëîêîâ â äèçàéíå D(v, b, r, k, λ|Fq) ñ
ìíîæåñòâîì áëîêîâ B = {Bj}bj=1 ðàâíî b = q−1 (èëè b = 2q â ñëó÷àå

íàëè÷èÿ ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ áëîêîâ B = {(Bj , Bj)}bj=1). Åñëè
ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå S : B → Fq \ {0}, òî
äèçàéí íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâûì è îáîçíà÷àåòñÿ D1(v, b, r, k, λ|Fq).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ S áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ñóììèðîâàíèå ýëåìåíòîâ â áëîêàõ íàä Fq. Ñöåïëåííîñòü äè-
çàéíîâ D(8, 14, 7, 4, 3|F8) è D(7, 3, 1|F8 \{0}) ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî
íåíóëåâûå ýëåìåíòû îñíîâíûõ áëîêîâ äèçàéíàD(8, 14, 7, 4, 3|F8) îá-
ðàçóþò D(7, 3, 1|F8 \ {0}), à ðàñøèðåíèå äèçàéíà D(7, 3, 1|F8 \ {0})
íà íóëåâîé ýëåìåíò ñ ðàññìîòðåíèåì âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ áëîêîâ
ïðèâîäèò ê D(8, 14, 7, 4, 3|F8). Òî åñòü â äèçàéíå D1(8, 14, 7, 4, 3|F8)
ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî åãî ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü â âèäå
äèçàéíà D1(7, 3, 1|F8 \ {0}) ñ áëîêàìè

(256), (345), (157), (136), (467), (237), (124). (1.36)

Â îòëè÷èå îò êàíîíè÷åñêîãî ïîðÿäêîâûé äèçàéí íå ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì.

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò ÷åòûðå áëîêà íåïîâòîðÿþùèõñÿ íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8, êîòîðûå â ñóììå äàþò ÷èñëî k ∈ F8.

Äîêàçàòåëüñòâî.Î÷åâèäíî, k íå âõîäèò â ýòîò áëîê, òàê êàê èíà÷å
îñòàâøàÿñÿ ïàðà ýëåìåíòîâ äîëæíà â ñóììå äàâàòü íîëü, ÷òî âîç-
ìîæíî òîëüêî ïðè äâóõ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòàõ. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü C2

6 = 15 ïàð èç ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8 \ {0, k},
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òðåòèé ýëåìåíò ðàâåí ñóììå äâóõ è k. Äàëåå èç ýòèõ 15 ïàð ñëåäóåò
èñêëþ÷èòü òðè ïàðû, êîòîðûå â ñóììå ðàâíû k, òàê êàê äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü èòîãîâóþ ñóììó k, íóæíî áóäåò ïðèáàâëÿòü íîëü,
÷òî íåâîçìîæíî. Ïàð {a, a + k}, ãäå a âûáèðàåòñÿ èç øåñòè ðàç-
íîîáðàçíûõ ýëåìåíòîâ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ìîæåò áûòü
òîëüêî òðè. Èç îñòàâøèõñÿ 12 ïàð ñ òî÷íîñòüþ äî C2

3 = 3 ïåðåñòà-
íîâîê ïîëó÷àåì ÷åòûðå ðàçíîîáðàçíûå òðîéêè, òàê êàê îäíó è òó
æå òðîéêó (abc) îáðàçóþò òðè âîçìîæíûå ïàðû (ab), (ac) è (bc). �

Òåîðåìà 9. Êàæäàÿ ïàðà èç âîñüìè ïîðÿäêîâûõ D1(7, 3, 1|F8\{0})
äèçàéíîâ èìååò ïî îäíîìó îáùåìó áëîêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå áëîêà íîìåð 1, ñîãëàñíî ïî ëåììå 3,
ìîæåò áûòü âûáðàíà ëþáàÿ èç ÷åòûðåõ òðîåê, â ñóììå äàþùèõ 1.
Ýòî ìîãóò áûòü (247), (256), (346) èëè (357). Âûáåðåì äëÿ ïðèìåðà
áëîê (256).

Èç ÷åòûðåõ òðîåê (147), (156), (345), (367), â ñóììå äàþùèõ 2,
âûáèðàåì áëîêè, èìåþùèå ïî îäíîìó îáùåìó ýëåìåíòó ñ (256). Ýòî
ìîãóò áûòü (345) èëè (367). Áëîê (147) íå ïîäõîäèò, òàê êàê ó íåãî
íåò îáùèõ ýëåìåíòîâ ñ áëîêîì (256), à áëîê (156) íå ïîäõîäèò èç-çà
òîãî, ÷òî èìååò ñ áîêîì (256) äâà îáùèõ ýëåìåíòà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðâîå è âòîðîå ìåñòî çàíèìàþò áëîêè (256) è
(345), íà ÷åòâåðòîå ìåñòî èç ìíîæåñòâà

(127), (136), (235), (567)

áëîêîâ ñ ñóììîé 4 ìîæíî ïîñòàâèòü òîëüêî îäèí áëîê

(136) = {
(256)

(127), (136)} ∩ {
(345)

(136), (567)},

à â ñëó÷àå, êîãäà ïåðâûå äâà ìåñòà çàíèìàþò áëîêè (256) è (367),
íà ÷åòâåðòîå ìåñòî ñòàâèòñÿ áëîê

(127) = {
(256)

(127), (136)} ∩ {
(367)

(127), (235)}.

Òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî ïîðÿäêîâûõ äèçàéíîâ ðàâíî âîñüìè.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîðÿäêîâûõ äèçàéíîâ èñïîëüçóþòñÿ C3

7 − 7 =
28 òðîåê íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8, òàê êàê èñêëþ÷àåòñÿ ñåìü
êàíîíè÷åñêèõ áëîêîâ. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êàæäàÿ ïàðà ïîðÿäêîâûõ
äèçàéíîâ èìååò ïî îäíîìó îáùåìó ýëåìåíòó, ïîëó÷àåì èñ÷åðïûâà-
þùóþ ýòî ìíîæåñòâî òðîåê ñóììó 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 28. �
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1.6.2. Ñóáïîðÿäêîâûå äèçàéíû D1(7, 3, 1|F8 \ {0})

Çàïèøåì íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F8 â âèäå èìïóëüñíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

(a, b, a+ b, k, a+ k, b+ k, a+ b+ k)

è èñêëþ÷èì èç ýòîãî íàáîðà ýëåìåíò, ðàâíûé k. Èç øåñòè îñòàâ-
øèõñÿ ýëåìåíòîâ âûáèðàåì ÷åòûðå (ïî ëåììå 1) òðîéêè ñ ñóììîé,
ðàâíîé k.

( a b a+ b+ k) ,
( a a+ b b+ k ) ,
( b a+ b a+ k ) ,
(a+ k b+ k a+ b+ k) .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áëîê-ñõåìó D(6, 4, 2, 3, λ∗) = D∗(4, 6, 3, 2, 1),
äâîéñòâåííóþ D(4, 6, 3, 2, 1). Ýòî ÷àñòè÷íî-ñáàëàíñèðîâàííàÿ áëîê
ñõåìà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå áàëàíñà vb =
rk, à ÷èñëî âñòðå÷àþùèõñÿ ïàð ðàâíî äðîáíîìó ÷èñëó

λ∗ =
r(k − 1)

v − 1
=

2(3− 1)

6− 1
=

4

5
.

Ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïàðàìåòðà λ∗ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî èç
ïîòåíöèàëüíûõ 15 = C2

6 ïàð â áëîê-ñõåìå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî 12 =
4
5 · 15, à òðè ïàðû (a, a+ k), (b, b+ k), (a+ b, a+ b+ k) îòñóòñòâóþò.
Åñëè èõ âîñïîëíèòü, äîáàâëÿÿ ê ÷åòûðåì áëîêàì ýëåìåíòîâ, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà k, òðè êàíîíè÷åñêèõ k-áëîêà

( a a+ k k)
( b b+ k k)

(a+ b a+ b+ k k),

òî ïîëó÷èì äèçàéí D(7, 3, 1|F8 \ {0}), êîòîðûé íàçîâåì ñóáïîðÿäêî-
âûì, ïîñêîëüêó â íåì îêàçûâàþòñÿ òðè áëîêà ñ íóëåâîé ñóììîé ýëå-
ìåíòîâ, ñîäåðæàùèå ýëåìåíò k, è ÷åòûðå áëîêà ïîðÿäêîâûõ äèçàé-
íîâ ñ ñóììîé ýëåìåíòîâ, ðàâíîé k = 1, 2, . . . , 7. Î÷åâèäíî, èìååòñÿ
ñåìü ñóáïîðÿäêîâûõ äèçàéíîâ.
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6

1
3
6

1
2
7

2
3
4

5
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7

2
4
6

2
3
5

3
4
7

4
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7

2
3
4

3
5
7

1
3
7

1
5
6

1
2
6

2
4
5

2
3
4

1
4
5

4
6
7

4
6
7

1
2
6

3
5
6

1
3
7

2
5
7

2
3
7

4
5
7

3
4
6

1
2
5

2
4
6

1
3
4

3
5
6

1
2
5

5
6
7

1
3
4

1
2
6

2
3
7

2
3
7

4
5
7

1
3
5

1
2
4

1
3
5

1
6
7

2
3
6

2
5
7

4
5
6

2
6
7

4
5
6

3
4
7

2
3
6

1
3
7

1
3
5

4
5
7

1
2
4

1
2
4
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1.6.3. Î ñóììå ïîðÿäêîâûõ äèçàéíîâ

D1(7, 3, 1|F8 \ {0})
Ñîáåðåì â òàáë.1.21 ïîðÿäêîâûå äèçàéíû14 è ïðèñâîèì äèçàéíó

èç (1.36) íîìåð 0′ = 8+0. Íîìåðà j′ = 8+j, ãäå j ∈ F8\{0}, ïðèñâîèì
îñòàëüíûì ïîðÿäêîâûì äèçàéíàì D1

j′ = D1
j′(7, 3, 1|F8 \ {0}) òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû îáùèé áëîê äèçàéíîâ D1
0′ è D

1
j′ áûë j-áëîêîì.

Ðàññìîòðèì äâà ïîðÿäêîâûõ äèçàéíà D1
i′ è D

1
j′ ñ îáùèì k-áëî-

êîì (a, b, a+ b+ k), è íàéäåì ìíîæåñòâî L(a, b, a+ b+ k) âñåõ òðîåê
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8, êîòîðûå èìåþò îäèí è òîëüêî îäèí
îáùèé ýëåìåíò ñ áëîêîì (a, b, a+ b+ k).

Ëåììà 2. Ïóñòü ai ∈ F8 \ {0}, i = 1, 2, 3. Òîãäà |L(a1, a2, a3)| = 18.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B∩(a1, a2, a3) = ai. Òîãäà B = (ai, ck, cj),
ãäå ci, ck ∈ {c1, c2, c3, c4} = F8 \ {0, a1, a2, a3}. Êîëè÷åñòâî ïàð âèäà
(ck, cj) ðàâíî C

2
4 = 6, ñëåäîâàòåëüíî, |L(a1, a2, a3)| = 18 = 6 · 3. �

Ââåäåì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ íà äèçàéíàõ â âèäå

Dk ⊕Dm = Dk ∩Dm ∪ L(Dk ∩Dm) \ (Dk ∪Dm) . (1.37)

Ïðåäëîæåíèå 6. Â òàáë.1.21 ñóììîé äâóõ ïîðÿäêîâûõ äèçàéíîâ
ÿâëÿåòñÿ ñóáïîðÿäêîâûé äèçàéí Di′+j′ = Di′ ⊕Dj′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç 18 òðîåê ìíîæåñòâà L(a, b, a+b+k) òðè áëîêà
îêàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè: (k, a, a+ k), (k, b, b+ k) è (k, a+ b, a+
b+k); òðè áëîêà ÿâëÿþòñÿ k-áëîêàìè: (a, a+ b, b+k), (b, a+ b, a+k)
è (a+k, b+k, a+ b+k). Îñòàëüíûå 12 áëîêîâ ïîïàðíî îêàçûâàþòñÿ
l-áëîêàìè, l 6= k.

a = b+ (a+ k) + (b+ k); a = (a+ b+ k) + (a+ b) + (a+ k);
b = a+ (a+ k) + (b+ k); b = (a+ b+ k) + (a+ b) + (b+ k);
a+ b+ k = a+ (a+ b) + (a+ k); a+ b+ k = b+ (a+ b) + (b+ k);
a+ b = a+ k + (b+ k); a+ b = b+ k + (a+ k);
a+ k = b+ (a+ b) + k; a+ k = (a+ b+ k) + (b+ k) + k;
b+ k = a+ (a+ b) + k; b+ k = (a+ b+ k) + (a+ k) + k.

Ïîñêîëüêó ïîðÿäêîâûå äèçàéíû èñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâî l-áëîêîâ,
l 6= k, äëÿ Di′+j′ îñòàþòñÿ íàðÿäó ñ áëîêîì (a, b, a + b + k) òðè
êàíîíè÷åñêèõ áëîêà, ñîäåðæàùèå ýëåìåíò k, è òðè k-áëîêà, ÷òî è
ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðå ñóáïîðÿäêîâîãî äèçàéíà. �

14Ïîðÿäêîâûå äèçàéíû îòíîñÿòñÿ ê íå÷åòíûì.
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1.6.4. Íåàâòîìîðôíûå ïîäñòàíîâêè äèçàéíà

D(7, 3, 1)

Ïîðÿäêîâûé äèçàéí D1(7, 3, 1|F8 \ {0}) ñâÿçàí ñ êàíîíè÷åñêèì
D0(7, 3, 1|F8 \ {0}) æåñòêî-êàíîíè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé (1.14), ñîîò-
âåòñòâóþùåé òðåì òðàíñïîçèöèÿì: 1↔ 3, 2↔ 6 è 4↔ 5. Äèçàéíû,
ïîëó÷åííûå èç êàíîíè÷åñêîãî â ðåçóëüòàòå íå÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñ-
ïîçèöèé íàçûâàþòñÿ íå÷åòíûìè [9], èíà÷å ÷åòíûìè. Ïîðÿäêîâûå
è ñóáïîðÿäêîâûå äèçàéíû îêàçûâàþòñÿ íå÷åòíûìè.

Îáùåå ÷èñëî ïîäñòàíîâîê äèçàéíîâ D(7, 3, 1|F8 \ {0}) ðàâíî

30 =
C3

7 · (3 · C2
4 ) · (2 · (C2

4 − 2))

(23 − 20)(23 − 21)(23 − 22)
=

35 · 18 · 8
24 · 7

=
5040

168
,

òàê êàê â êà÷åñòâå ïåðâîãî áëîêà B1 ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ èç
35 = C3

7 òðîåê íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F8, íàïðèìåð, (a1, a2, a3).
Ñîãëàñíî ëåììå 2, âòîðîé áëîê ìîæíî âûáðàòü 18-þ ñïîñîáàìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B1 ∩B2 = a1. Áëîê B3 âû÷èñëÿåòñÿ èç B1 è B2

ïî ïðàâèëó

B3 = B1 ∩B2 ∪ (F8 \ {0, B1 ∪B2}). (1.38)

Âûáèðàÿ B4 èç 18 áëîêîâ, èìåþùèõ îäèí îáùèé ýëåìåíò ñ B1,
èìååì â âèäó, ÷òî B4 íå ñîäåæèò a1 (îñòàëîñü 12), à òàêæå â íåãî íå
âõîäÿò ïàðû B2 \ a1 è B3 \ a1, êîòîðûå â L(a1, a2, a3) âñòðå÷àþòñÿ
ïî òðè ðàçà: ñ a1, a2 è a3. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ 8 âàðèàíòîâ
ïîñòðîåíèÿ áëîêà B4. Íàïðèìåð, B1 = (1, 2, 3), òîãäà 18 áëîêîâ âèäà

145 146 147 156 157 167
245 246 247 256 257 267
345 346 347 356 357 367

îáðàçóþò L(1, 2, 3). Ïóñòü B2 = (1, 4, 5), òîãäà B3 = (1, 6, 7). Ïðè
âûáîðå B4 áëîêè, ñîäåðæàùèå (45) è (67), òî åñòü (245), (345), (267),
(367) èç L(1, 2, 3) èñêëþ÷àþòñÿ. Áëîêè B5, B6, B7 âûðàæàþòñÿ êàê
è B3 èç B1, B2, B4 ñîãëàñíî (1.38).

Ïîëó÷åííîå ÷èñëî ïîäñòàíîâîê 5040 = 35 · 18 · 8 íóæíî ïîäåëèòü
íà 168, ðàâíîå ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê áëîêîâ âíóòðè D(7, 3, 1). Ïî-
ñêîëüêó â ðåçóëüòàòå îäíîé òðàíñïîçèöèè 15 íå÷åòíûõ äèçàéíîâ
îòîáðàæàþòñÿ â 15 ÷åòíûõ, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 10. 1. Èìåþò ìåñòî 30 ïîäñòàíîâîê D(7, 3, 1|F8 \ {0}).
Èç íèõ ïîëîâèíà èç íèõ ÷åòíûå, ïîëîâèíà íå÷åòíûå.
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1.6.5. Êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà íå÷åòíûõ

äèçàéíîâ D1(7, 3, 1|F8 \ {0})
Â (1.37) äëÿ äâóõ ïîäñòàíîâîêDi èDj äèçàéíàD(7, 3, 1|F8\{0}),

äëÿ êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå Di ∩Dj ñîñòîèò èç îäíîãî áëîêà, îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñóììà â âèäå äèçàéíà

Di+j = Di ⊕Dj = (Di ∩Dj) ∪ L(Di ∩Dj) \ (Di ∪Dj),

ãäå ÷åðåç L(Di ∩ Dj) îáîçíà÷åíà ñîâîêóïíîñòü áëîêîâ, èìåþùàÿ ñ
áëîêîì Di ∩Dj ïî îäíîìó îáùåìó ýëåìåíòó. Ïîëíûé íàáîð ñî÷åòà-
íèé èç òðåõ ýëåìåíòîâ â âèäå äèçàéíà D(7, 35, 15, 3, 1|F8\{0}) áóäåì
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå âûðîæäåííîãî äèçàéíàD∅ è áóäåì ñ÷èòàòü
L(Di) = D∅.

Ëåììà 3. 1. Ñóììîé äâóõ ñóáïîðÿäêîâûõ äèçàéíîâ ÿâëÿåòñÿ ñóá-
ïîðÿäêîâûé äèçàéí, òî åñòü, D1

i ⊕ D1
j = D1

i+j. 2. Äëÿ íå÷åòíûõ
(÷åòíûõ) äèçàéíîâ Di ñïðàâåäëèâî Di ⊕D∅ = Di è Di +Di = D∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñóáïîðÿäêîâûå äèçàéíûD1
i èD

1
j ñîäåðæàò ïî

÷åòûðå i- è j-áëîêà ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ýòèì áëîêàì
ïåðåñå÷åíèé íåò. ÂD1

i òðè êàíîíè÷åñêèõ áëîêà ñîäåðæàò i, âD
1
j òðè

êàíîíè÷åñêèõ áëîêà ñîäåðæàò j. Îáùèé áëîê äîëæåí ñîäåðæàòü è
i, è j, òî åñòü èìååò âèä (i, i, i + j) íàä ïîëåì F8. Íî ýòîò áëîê
ñîäåðæèòñÿ â ñóáïîðÿäêîâîì äèçàéíå Di+j , îòêóäà D

1
i ⊕D1

j = D1
i+j .

2. Â ïåðâîì ñëó÷àå Di⊕D∅ = (Di∩D∅)∪L(Di∩D∅)\(Di∪D∅) =
Di∪L(Di)\D∅ = Di∪D∅ \D∅ = Di∪∅ = Di, à âî âòîðîì Di+Di =
(Di∩Di)∪L(Di∩Di)\(Di∪Di) = Di∪L(Di)\Di = Di∪D∅\Di = D∅.�

Òåîðåìà 11. Íå÷åòíûå äèçàéíû îáðàçóþò äèçàéí D(15, 7, 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè ëåììû 3 è íóìåðàöèè ïîðÿäêîâûõ
äèçàéíîâ D1

0′ + D1
i′ = D1

i , ïîëó÷àåì D1
j′ + D1

i′ = D1
0′ + D1

j + D1
0′ +

D1
i = D1

j + D1
i = D1

i+j , òî åñòü ñëîæåíèå äèçàéíîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëîæåíèåì â ïîëå F16, íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîòî-
ðîãî îáðàçóþò äèçàéí D(15, 7, 3|F16 \ {0}). �

Îäíîé òðàíñïîçèöèè äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü
äèçàéí D(15, 7, 3|{D1

i }), ñîñòîÿùèé èç íå÷åòíûõ äèçàéíîâ, â áëîê-
ñõåìó D(15, 7, 3|D0

i ) ñ ÷åòíûìè äèçàéíàìè â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ,
íàïðèìåð, èñïîëüçóåòñÿ æåñòêî-êàíîíè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà (1.14).
Çàìå÷àíèå. Òîò ôàêò, ÷òî íå÷åòíûå (÷åòíûå) äèçàéíû D(7, 3, 1), à
ñëåäîâàòåëüíî, è ñöåïëåííûå ñ íèìè D(8, 14, 7, 4, 3) (ðàçäåë 1.6.1),
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Ðèñ. 1.9. Ðàñïîëîæåíèå êóáà â äîäåêàýäðå.

âçÿòûå â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþò äèçàéí D(15, 7, 3), ëåæèò â
îñíîâå ÷åòâåðòîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî èçîìîðôèçìà ïðîñòûõ êëàññè-
÷åñêèõ êîíå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêà 20160 = 8!

2 ìåæäó SLF2
4 è ãðóïïîé

÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê A8 íà âîñüìè ýëåìåíòàõ. Ýëåìåíòîì ãðóïïû A8

çàäàåòñÿ ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà íà ýëåìåíòàõ F8, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîä-
ñòàíîâêàì ÷åòíûõ (èëè íå÷åòíûõ) äèçàéíîâ D(8, 14, 7, 4, 3). Äèçàé-
íû D(8, 14, 7, 4, 3) îáðàçóþò D(15, 7, 3|{D0

i }), ïîäñòàíîâêè êîòîðîãî
è îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ãðóïïû SLF2

4 .

1.6.6. Èíòåðïðåòàöèÿ äèçàéíà D(15, 7, 3)
íà äîäåêàýäðå

Íà ðèñ. 1.9 èçîáðàæåí äîäåêàýäð ñ äëèíîé ñòîðîíû, ðàâíîé ÷èñ-
ëó Ôèäèÿ (

√
5 − 1)/2 = 0.618 . . ., âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ

åäèíè÷íûé êóá. Ñòîðîíû ýòîãî êóáà ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëÿìè ïÿ-
òèóãîëüíûõ ãðàíåé äîäåêàýäðà. Íàëè÷èå ïÿòè äèàãîíàëåé â ïÿ-
òèóãîëüíèêå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî òàêèõ êóáîâ âíóòðè äîäåêàýäðà
ðîâíî ïÿòü c1, c2, . . . , c5, è êàæäûé êóá â äîäåêàýäðå îïðåäåëÿåòñÿ
÷åòâåðêîé ïðîñòðàíñòâåííûõ äèàãîíàëåé, òî åñòü ÷åòûðüìÿ èç äåñÿ-
òè îòðåçêîâ di, i = 0, 1, . . . , 9, ñîåäèíÿþùèõ äâå ïðîòèâîïîëîæíûå
âåðøèíû. Âåðøèí â äîäåêàýäðå 20, ïîýòîìó äèàãîíàëåé 10. Êàæäàÿ
ïàðà âíóòðåííèõ êóáîâ â äîäåêàýäðå èìååò ïî îäíîé îáùåé äèàãî-
íàëè, è íàîáîðîò, êàæäàÿ äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïàðû
êóáîâ. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè, èñïîëüçóÿ ëåêñèêî-ãðà-
ôè÷åñêîå óïîðÿäî÷èâàíèå.
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Òàáëèöà 1.22.

êóá îáùèå äèàãîíàëè

F16 (i1i2i3i4) i1i2 i1i3 i1i4 i2i3 i2i4 i3i4
1 0123 0149 0258 0367 1267 1358 2349

2 0456 0149 0258 0367 3457 2468 1569
3 0789 0367 0258 0149 1478 2579 3689

4 1478 0149 1267 1358 3457 2468 0789
5 1569 1358 1267 0149 0456 2579 3689
6 2349 0123 2468 2579 3457 3689 0149
7 0149 0123 0456 0789 1478 1569 2349

0' 2579 0258 1267 2349 3457 1569 0789
1' 2468 2349 1267 0258 0456 1478 3689
2' 1358 0123 1569 1478 3457 3689 0258
3' 0258 0123 0456 0789 2579 2468 1358
4' 0367 0123 0456 0789 3689 3457 1267
5' 1267 0123 1569 1478 2468 2579 0367
6' 3457 2349 1358 0367 0456 1478 2579
7' 3689 0367 1358 2349 2468 1569 0789

(
d0 d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9
c1c2 c1c3 c1c4 c1c5 c2c3 c2c4 c2c5 c3c4 c3c5 c4c5

)
.

Êóáû c1, . . . , c5 ìîæíî ñîîòâåòñòâåííî âûðàçèòü ÷åðåç ñîâîêóïíîñ-
òè èç ÷åòûðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ äèàãîíàëåé di.(

c1 c2 c3 c4 c5
d0d1d2d3 d0d4d5d6 d1d4d7d8 d2d5d7d9 d3d6d8d9

)
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå 10 = C2
5 òàê íàçûâàåìûõ äèàãîíàëüíûõ

êóáîâ, à èìåííî, äëÿ êàæäîé ïàðû èç ïÿòè êóáîâ ci è cj êàê ñîâîêóï-
íîñòåé èç ÷åòûðåõ äèàãîíàëåé di îïðåäåëèì äèàãîíàëüíûé êóá êàê
ñîâîêóïíîñòü òàêæå èç ÷åòûðåõ äèàãîíàëåé, ñîñòîÿùóþ èç îäíîé
îáùåé äèàãîíàëè, ðàâíîé ci∩cj , è òðåõ äîïîëíèòåëüíûõ äèàãîíàëåé,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ci ∪ cj , ò.å.

ck = ci ⊕ cj = (ci ∩ cj) ∪ ci ∪ cj .

Äëÿ 15 êóáîâ (5 îñíîâíûõ è 10 äèàãîíàëüíûõ) ââåäåì îïåðàöèþ
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”
ñëîæåíèÿ“, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ìîùíîñòè èõ ïåðåñå÷åíèÿ è âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü è åå äîïîëíåíèå â âèäå

ci ⊕ cj =

{
ci∆cj , card(ci ∩ cj) = 1 ,
ci∆cj , card(ci ∩ cj) = 2 ,

(1.39)

ãäå ci∆cj = ci \ cj ∪ cj \ ci è ci∆cj = (ci ∩ cj)∪ ci ∪ cj . Î÷åâèäíî ck ⊕
ci = cj è ck ⊕ cj = ci. Òàêèì îáðàçîì, ýòèì êîìáèíàòîðíûì êóáàì
(òàáë.1.22) ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F16 è ñîîò-
âåòñòâåííî ýëåìåíòû äèçàéíàD(15, 7, 3). Ïîñêîëüêó àâòîìîðôèçìû
D(15, 7, 3) çàäàþòñÿ ÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàìè, ïîêàæåì, ÷òî ïÿòûé êóá
ìîæíî ïîëó÷èòü èç îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ. Äåéñòâèòåëüíî,

c1 = {c1c2, c1c3, c1c4, c1c5},
c2 = {c1c2, c2c3, c2c4, c2c5},

c1 ⊕ c2 = {c1c2, c3c4, c3c5, c4c5},
c3 = {c3c1, c3c2, c3c4, c3c5},
c4 = {c4c1, c4c1, c4c3, c4c5},

c3 ⊕ c4 = {c3c4, c1c2, c1c5, c2c5},
(c1 ⊕ c2)⊕ (c3 ⊕ c4) = {c1c5, c2c5, c3c5, c4c5} = c5 .

1.6.7. Ñèììåòðèè â ñòîìàòîëîãè÷åñêèõ äàííûõ

Â ìåòîäå ãëàâíûõ êîìïîíåíò [29] ìàòðèöà ôàêòîðíûõ íàãðóçîê
ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ìåæäó p ïðèçíàêàìè è p
ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè. Â [9] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà çíà-
êîâîé ñòðóêòóðû ôàêòîðíûõ âåñîâ ñòîìàòîëîãè÷åñêèõ äàííûõ íà
îñíîâå ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíîâîê äèçàéíîâ. Â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü õàðàêòåðèñòèêè ãèãèåíû ïîëîñòè ðòà, à â êà÷åñòâå
ôàêòîðîâ: âíåøíÿÿ è ëèíãâàëüíàÿ ïîâåðõíîñòè (t2 = 0, 1), âåðõíÿÿ
è íèæíÿÿ ÷åëþñòè (t1 = 0, 1), ïðàâàÿ è ëåâàÿ ñòîðîíû (t0 = 0, 1).
Â îáîçíà÷åíèè ïðèçíàêîâ èñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèÿ âèäà MGIi,
ãäå i = t0 + 2t1 + 4t2, íàïðèìåð, ïðè i = 3 ãèíãèâèòíûé èíäåêñ
ëèíãâàëüíîé ïîâåðõíîñòè âåðõíåé ÷åëþñòè ñïðàâà.

Â òàáë. 1.23 ïðåäñòàâëåí îäèí èç âàðèàíòîâ çíàêîâîé ñòðóêòóðû
ôàêòîðíûõ íàãðóçîê, ïîëó÷åííîé ïî ïðèçíàêàì MGI0, . . . ,MGI7
íà ìîëÿðàõ 15, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî íîìåðà ïðèçíàêîâ, ñîáðàííûå

15Ìîëÿðàìè íàçûâàþòñÿ êîðåííûå çóáû.
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îòäåëüíî ïî ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì âåñàì, îáðàçóþò êà-
íîíè÷åñêèé äèçàéí D(8, 14, 7, 4, 3). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàèáîëüøèì
îáðàçîì èíäèâèäû îòëè÷àþòñÿ ïî òîìó, êàêàÿ ñòîðîíà äåñíû ó
ìîëÿðîâ ïîâðåæäåíà áîëüøå: ùå÷íàÿ èëè ëèíãâàëüíàÿ. Ñëåäóþ-
ùèé ïî çíà÷èìîñòè ôàêòîð � ýòî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ÷åëþñòè: ó
îäíèõ áîëüøå ïîäâåðæåíà ïàòîëîãèè âåðõíÿÿ, à ó äðóãèõ íèæíÿÿ.
Òðåòèé ôàêòîð îòâå÷àåò çà ýôôåêò èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. ×åòâåð-
òûé ôàêòîð ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷èþ íàáëþäåíèé ïî ïðàâîé è ëåâîé
ñòîðîíå.

Ïîäîáíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû ôàêòîðíûõ íàãðó-
çîê âñòðå÷àëàñü ïðè ðàçíîì âàðüèðîâàíèè äàííûìè � ìåíÿëèñü õà-
ðàêòåðèñòèêè, áëèçîñòü ê ìîëÿðàì èëè ðåçöàì, äî è ïîñëå îáó÷åíèÿ
ïðàâèëüíîé ÷èñòêå çóáîâ, ðàññëàèâàëàñü âûáîðêà íà ãðóïïû ñ ðàç-
íîé ñòàäèåé çàáîëåâàíèÿ èëè ïî äðóãèì êà÷åñòâåííûì ïðèçíàêàì,
ðàññìàòðèâàëèñü ìàòåðèàëû äðóãîãî ïîäîáíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Òàáëèöà 1.23.

MGIi Ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà

i 1 2 3 4 5 6 7 8

0 + + + + + + + +
1 + + + + � � � �
2 + + � � + + � �
3 + + � � � � + +
4 + � + � + � + �
5 + � + � � + � +
6 + � � + + � � +
7 + � � + � + + �

B+ Ω3 0123 0145 0167 0246 0257 0347 0356
B− ∅ 4567 2367 2345 1357 1346 1256 1247

Áûëè âûÿâëåíû íåêîòîðûå óñòîé÷èâûå ÿâëåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïî-
ñëå

”
ëå÷åíèÿ“, êîòîðîå çàêëþ÷àëîñü â òîì, ÷òî èíäèâèäîâ îáó÷àëè

ïðàâèëüíîé ÷èñòêå çóáîâ, èíäåêñû ãèãèåíû ïðèîáðåòàëè áîëåå âû-
ðàæåííûé ñèììåòðè÷íûé õàðàêòåð. Â èíäåêñàõ âîñïàëåíèÿ áîëåå
ñèììåòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà áûëà õàðàêòåðíà äëÿ áîëüíûõ ñ íîðìàëü-
íûìè èììóííûìè ðåàêöèÿìè, â òî âðåìÿ êàê ó áîëüíûõ ñ ðàçíûìè
îñîáåííîñòÿìè èììóííûõ ðåàêöèé çíàêîâàÿ ñòðóêòóðà ôàêòîðíûõ
âåñîâ ïðèîáðåòàëà âèä íåêàíîíè÷åñêîãî äèçàéíà.
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1.7. Èíòåãðèðîâàíèå äèçàéíîâ

Èíòåãðèðîâàíèåì äèçàéíîâ íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà, ïðîòèâîïî-
ëîæíàÿ ðàçäåëåíèþ áëîê-ñõåìû íà ïðîèçâîäíóþ è îñòàòî÷íóþ [15].
Ïîñòðîåíèå äèçàéíà D(15, 7, 3) èç åãî ïðîèçâîäíîãî D(7, 3, 1), ò. å.
ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè P 2

3 èç P 2
2 áûëî ðàññìîòðåíî â ðàçä. 1.2.4.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè èíòåãðèðîâàíèå äèçàéíîâ
òèïà P qn îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé òèïà
Ôèáîíà÷÷è, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â àëãåáðå â îïðåäåëåíèè èì-
ïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [19].

1.7.1. Èìïóëüñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φj}∞j=0 ýëåìåíòîâ êîíå÷íî-
ãî ïîëÿ Fq, ãäå q = pr, íàçûâàåòñÿ èìïóëüñíîé, åñëè îíà ïîëó÷åíà
â ðåçóëüòàòå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ òèïà Ôèáîíà÷÷è

φj+1 = φj + αφj−1, α ∈ Fq . (1.40)

Ïóñòü φ0 = 0, φ1 = 1. Èç [19] èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàìåòð
ðåêóððåíòíîñòè α, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä
èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíûé q2 − 1 = (q − 1)(q + 1).
Íàïðèìåð, ïðè q = 5 ïðè α = 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî ñ ïåðèîäàìè 20,
4 è 24 èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

(01123) (03314) (04432) (02241) (01123) . . . ,
(0113)(0113) . . . ,
(011424)(022343)(044131)(033212)(011424) . . . .

1.7.2. Ïàðàìåòð ðåêóððåíòíîñòè ïðè p 6= 2

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïðè p 6= 2 ýëåìåíò èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (1.40) ìîæåò áûòü âûðàæåí â ÿâíîì âèäå

φk =
(1 +

√
x)k − (1−

√
x)k

2k
√
x

, ãäå x = 1 + 4α . (1.41)
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïî èíäóêöèè). Î÷åâèäíî, ÷òî φ0 = 0, φ1 = 1.

φk+1 = φk + αφk−1 =

=
(1 +

√
x)k − (1−

√
x)k

2k
√
x

+
α((1 +

√
x)k−1 − (1−

√
x)k−1)

2k−1
√
x

=

=
(1 +

√
x)k−1(1 +

√
x+ 2α)− (1−

√
x)k−1(1−

√
x+ 2α)

2k
√
x

=

=
(1 +

√
x)k+1 − (1−

√
x)k+1

2k+1
√
x

,

òàê êàê 4α = x− 1, ñëåäîâàòåëüíî,

1 +
√
x+ 2α = 1 +

√
x+

x− 1

2
=

(1 +
√
x)2

2
,

1−
√
x+ 2α = 1−

√
x+

x− 1

2
=

(1−
√
x)2

2
. �

Íåòðóäíî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Íàä ïîëåì Fq áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû îáëàäàþò
ñâîéñòâàìè:

1) C0
q = Cqq = 1, Ckq = 0 ∀ 0 < k < q;

2) C1
q+1 = Cqq+1 = 1, Ckq+1 = 0 ∀ 1 < k < q ;

3) (z + 1)q = zq + 1 .

Òåîðåìà 12. 1) Åñëè 1+4α ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå Fq, òîãäà
φq−1 = 0.

2) Åñëè 1 + 4α íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå Fq, òî φq+1 = 0,
à ìíèìàÿ åäèíèöà i =

√
1 + 4α îáëàäàåò ñâîéñòâàìè iq−1 + 1 = 0

è (i+ 1)q = 1− i.
3) Åñëè −4α ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå Fq, à ÷èñëî 1+4α íåò,

òîãäà φ q+1
2

= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Â ñëó÷àå, êîãäà 1 + 4α ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå Fq, âûðà-
æåíèå

√
1 + 4α ∈ Fq ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

(1 +
√

1 + 4α)q−1 = 1, (1−
√

1 + 4α)q−1 = 1.

Òîãäà â (1.41) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî íóëþ ïðè k = q − 1.
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2) φq+1 = 0 ⇐⇒ (1 + i)q+1 − (1− i)q+1

2q+1i
= 0, ⇐⇒

1

2q+1i

(
q+1∑
k=0

Ckq+1i
k −

q+1∑
k=0

Ckq+1(−i)k
)

= 0, ⇐⇒

1

2qi

 ∑
k=1,3,5,...,q+1

Ckq+1i
k

 (ïî ëåììå 4)

=

1

2qi
(i+ iq) = 0 .

Îòñþäà iq−1 = −1 è iq = −i. Òàêæå èç ëåììû 4 ïîëó÷àåì (1+i)q =
1 + iq = 1− i.

3) Òî, ÷òî âûðàæåíèå −4α = 1 − i2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå
Fq îçíà÷àåò, ÷òî (

√
−4α)q−1 = (

√
1− i2)q−1 = 1 . Îòñþäà ïîëó÷àåì

φ q+1
2

= 0 ⇐⇒ (
√

1 + i)q+1 = (
√

1− i)q+1 .

Óìíîæàåì îáå ÷àñòè íà (
√

1 + i)q+1.

(1 + i)q+1 = (
√

1− i2)q+1 .

Ëåâàÿ ÷àñòü, ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, ðàâíà

(1 + i)q+1 = (1 + i)q(1 + i) = (1− i)(1 + i),

à ïðàâàÿ ïî óñëîâèþ (
√

1− i2)q−1 = 1 ðàâíà

(
√

1− i2)q+1 = (
√

1− i2)q−1(1− i2) = 1− i2. �

Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëèñü φq+1 = 0 è φk 6= 0
ïðè k < q + 1, íåîáõîäèìà ìíèìîñòü âûðàæåíèé

√
1 + 4α è

√
−4α.

1.7.3. Ïàðàìåòð ðåêóððåíòíîñòè ïðè p = 2

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïðè p = 2 ýëåìåíò èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (1.40) ìîæåò áûòü âûðàæåí â ÿâíîì âèäå

φk = (1 + x)k + xk , ãäå x2 + x+ α = 0 . (1.42)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîëå ÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå x + x = 0, ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî φ0 = 0, φ1 = 1. Äàëåå
ïî èíäóêöèè

φk+1 = φk + αφk−1 = (1 + x)k + xk + α((1 + x)k−1 + xk−1)) =

= (1 + x)k−1(1 + x+ α) + xk−1(x+ α) =

= (1 + x)k−1(1 + x+ x2 + x) + xk−1(x+ x2 + x) =

= (1 + x)k−1(1 + x)2 + xk−1x2. �

Òåîðåìà 13. Åñëè äëÿ x èç (2.13) ñïðàâåäëèâî x ∈ Fq, òî φq−1 = 0,
à åñëè x /∈ Fq, òî ìíèìàÿ åäèíèöà x = i ñî ñâîéñòâîì iq = i + 1
ïðèâîäèò ê φq+1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ Fq, òîãäà φq−1 = (1+x)q−1 +xq−1 = 1+
1 = 0 . Äàëåå, âûðàæåíèå 1+ i = iq ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî (1+ i)2 =
i2q. Óìíîæèì ëåâóþ ÷àñòü íà åäèíèöó, ðàâíóþ 1 = iq−1(i+1)q−1 èç
óñëîâèÿ α = i2 + i ∈ Fq.

iq−1(i+ 1)q−1(1 + i)2 = i2q ⇐⇒ iq−1(i+ 1)q+1 = i2q ⇐⇒
⇐⇒ (i+ 1)q+1 = iq+1 ⇐⇒ φq+1 = 0 . �

Â ïîëå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðè α = 1 èìïóëüñíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè φ0 = 0, φ1 = 1 è φ0 = 2, φ1 = 1
íîñÿò íàçâàíèÿ ðÿäîâ Ôèáîíà÷÷è (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 . . .) è
Ëþêà (2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, . . .). Ñóùåñòâóåò ìíîãî íàó÷íûõ è
îêîëîíàó÷íûõ òðóäîâ î ñâÿçè ïðîïîðöèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðî-
äå, ñ ýòèìè äâóìÿ ðÿäàìè. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ýëåìåíòîâ ýòèõ ðÿäîâ ðàâåí ÷èñëó Ôèäèÿ Φ = 1.618 . . . = 1+
√

5
2 ,

ëåæàùåãî â îñíîâå çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Âòîðîå ÷èñëî Ôèäèÿ èìååò

âèä Φ− = 1 − Φ = − 1
Φ = 1−

√
5

2 = −0.618 . . . . Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ
ÿâíîãî âèäà ðÿäà Ôèáîíà÷÷è íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Áèíå.

φk =
Φk − Φk−√

5
.

Ðÿä Ëþêà òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëà Ôèäèÿ.

ψk = Φk + Φk− .

Â êîíå÷íîì ïîëå F3, â êîòîðîì äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî
ïåðèîäà èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóæíî âçÿòü ïàðàìåòð ðå-
êóððåíòíîñòè α = 1, à ìíèìàÿ åäèíèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
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i2 = −1, âûðàæåíèÿ äëÿ ðÿäîâ Ôèáîíà÷÷è è Ëþêà èìåþò âèä

φk =
zk − z̄k

i
, ψk = zk + z̄k ãäå z =

1 + i

2
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû êâàäðàòîâ

φ2
k + ψ2

k =
(zk − z̄k)2

i2
+ (zk + z̄k)2 =

= −(z2k − 2zkz̄k + z̄2k) + (z2k + 2zkz̄k + z̄2k) =

= 4zkz̄k = (1− i2)k = i2k

îáíàðóæèâàåì, ÷òî â F3 íîðìèðîâàííûå íà i
k ýëåìåíòû ðÿäîâ Ôè-

áîíà÷÷è è Ëþêà îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñèíóñà è êîñèíóñà.(
φk
ik

)2

+

(
ψk
ik

)2

= 1 .

1.7.4. Ïðèìåð èíòåãðèðîâàíèÿ äèçàéíîâ

õàðàêòåðèñòèêè òðè

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå ïîëÿ F3 èíòåãðèðîâàíèå D(13, 4, 1) èç âû-
ðîæäåííîãî äèçàéíà D(4, 1, 0), â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå ïðîåêòèâíûõ âåêòîðà (x0, x1) íàä F3, îíè æå
áëîêè. Èòàê, èìååì ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P 3

1 ñ òî÷êàìè:(
0
1

)
,

(
1
0

)
,

(
1
1

)
,

(
1
2

)
.

Áëîê B1 äèçàéíà D(13, 4, 1) ñîñòîèò ýëåìåíòîâ äèçàéíà D(4, 1, 0),
âëîæåííûõ â òðåõìåðíûå âåêòîðà (x0, x1, 0) ñ äîïîëíèòåëüíîé íó-
ëåâîé êîîðäèíàòîé.

B1 =

 0 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 2

 .

Îñòàëüíûå áëîêè âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç èìïóëüñíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ïðè÷åì â êà÷åñòâå φ0 ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå ýëåìåíòà äè-
çàéíà D(4, 1, 0), à â êà÷åñòâå φ1 áåðóòñÿ âåêòîðà (x0, x1) íàä F3, âëî-
æåííûå â òðåõìåðíûé âåêòîð (x0, x1, 1) ñ äîïîëíèòåëüíîé åäèíè÷-
íîé êîîðäèíàòîé. Íàïðèìåð, ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì φ0 = (1, 0, 0)
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è φ1 = (0, 0, 1) ñòðîèòñÿ ïðîåêòèâíûé ïåðèîä èìïóëüñíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñ ïàðàìåòðîì ðåêóððåíòíîñòè α = 1.

B2 =

 0 1 1 2
0 0 0 0
1 0 1 1

 =

 0 1 1 1
0 0 0 0
1 0 1 2

 .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè φ1 ∈ B2, φ1 6= φ0, ò.å. φ1 = (1, 0, 1)
èëè φ1 = (2, 0, 1), òî áëîê B2 îñòàíåòñÿ òåì æå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
áëîêà B3 â êà÷åñòâå φ1 âûáèðàåòñÿ (x0, x1, 1) /∈ B2, íàïðèìåð, âåê-
òîð (0, 1, 1). Ïî ýòèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñòðîèòñÿ âòîðîé ïðîåê-
òèâíûé ïåðèîä èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

B3 =

 0 1 1 2
0 1 1 2
1 0 1 1

 =

 0 1 1 1
0 1 1 1
1 0 1 2

 .

Íàêîíåö, â êà÷åñòâå φ1 âûáèðàåòñÿ âåêòîð (x0, x1, 1) /∈ {B2, B3}.
Ýòî ìîãóò áûòü (0, 2, 1), (1, 2, 1) èëè (2, 2, 1). Â ÷àñòíîñòè,

B4 =

 0 1 1 2
0 2 2 1
1 0 1 1

 =

 0 1 1 1
0 2 2 2
1 0 1 2

 .

Òàêèì îáðàçîì, ïî îäíîìó áëîêó äèçàéíà D(4, 1, 0) ïîëó÷åíû òðè
íîâûõ áëîêà äèçàéíà D(13, 4, 1). Àíàëîãè÷íî ïî îñòàëüíûì òðåì
áëîêàì äèçàéíà D(4, 1, 0) ñòðîÿòñÿ îñòàâøèåñÿ 9 áëîêîâ äèçàéíà
D(13, 4, 1).
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Ðèñ. 1.10. Èíòåðïðåòàöèÿ äèçàéíà D(9, 12, 4, 3, 1).

B5 =

 0 1 1 1
1 0 1 2
0 0 0 0

 , B6 =

 0 1 1 1
1 0 1 2
0 1 1 1

 ,

B7 =

 0 1 1 1
1 0 1 2
0 2 2 2

 . B8 =

 0 1 1 1
1 0 1 2
1 0 1 2

 ,

B9 =

 0 1 1 1
1 1 2 0
1 0 1 2

 , B10 =

 0 1 1 1
1 2 0 1
1 0 1 2

 ,

B11 =

 0 1 1 1
1 0 1 2
2 0 2 1

 , B12 =

 0 1 1 1
1 1 2 0
2 0 2 1

 ,

B13 =

 0 1 1 1
1 2 0 1
2 0 2 1

 .

Íà ðèñóíêå 1.10 èçîáðàæåí äèçàéíD(9, 12, 4, 3, 1), ñîîòâåòñòâóþùèé
àôôèííîé ãåîìåòðèè E2

3 . Åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ 9 ýëåìåíòîâ èç
D(13, 4, 1) âèäà (x0, x1, 1). Áëîêè ïðåäñòàâëåíû 12 ïðÿìûìè âèäà
x = c, y = c, x+ y = c, x− y = c, ãäå c = 0, 1,−1 íàä F3.
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Ðèñ. 1.11. Äîæèòèå ïî ýëåìåíòàì ñèíäðîìà S2(X2, X5, X16).

1.8. Ñèìïòîìíî-ñèíäðîìàëüíûé àíàëèç

â êðèâûõ äîæèòèÿ

Ïðè ðàññìîòðåíèè äàííûõ î äëèòåëüíîñòè ïîñëåîïåðàöèîííîãî
ïåðèîäà áîëüíûõ ãëèîìîé ïî êðèòåðèþ Ãåõàíà-Âèëêîêñîíà áûëè
âûÿâëåíû íàèáîëåå çíà÷èìûå ôàêòîðû, âëèÿþùèõ íà äîæèòèå: ãî-
ëîâíàÿ áîëü X2, ðå÷åâûå íàðóøåíèÿ X5, à òàêæå âçàèìîäåéñòâèå
ôàêòîðîâ îãëóøåíèÿ ñîçíàíèÿ X1 è ñóäîðîã X6 ÷åðåç ñèìïòîì X16.
Ðàñïðåäåëåíèå áîëüíûõ ïî ñèíäðîìó S2(X2, X5, X16) ïðåäñòàâëåíî
â òàáë. 1.24, ãäå nm � êîëè÷åñòâî áîëüíûõ â ãðóïïàõ m = X2 +
2X5 + 4X16. Êðèâûå äîæèòèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.11.

Òàáëèöà 1.24.

m 0 1 2 3 4 5 6 7

X16 0 0 0 0 1 1 1 1
X5 0 0 1 1 0 0 1 1
X2 0 1 0 1 0 1 0 1

nm 17 82 6 8 53 96 2 8
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Ñèìïòîì X16 = 1 â ñëó÷àå, êîãäà èëè îãëóøåíèå ñîçíàíèÿ X1,
èëè ñóäîðîãèX6. Åñëè íåò íè òîãî, íè äðóãîãî, òîX16 = 0. Ñîãëàñíî
òàáë. 1.25, èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò 6 ÷åëîâåê èç 273, êîòîðûå èìåþò
ñî÷åòàíèå ýòèõ ïðèçíàêîâ.

Òàáëèöà 1.25.

X1 = 0 X1 = 1 ñóììà

X6 = 0 107 18 125

X6 = 1 142 6 148

ñóììà 249 24 273

Ïî êðèâûì äîæèòèÿ âûäåëÿþòñÿ ðàçíûå ñ ïðîãíîñòè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ ãðóïïû:

• 1 � áîëüíûå ñ ãîëîâíîé áîëüþ, áåç ðå÷åâûõ íàðóøåíèé. Èç
íèõ ó 77 ÷åëîâåê íàáëþäàþòñÿ ÿñíîå ñîçíàíèå è íåò ñóäîðîã;
òîëüêî ó 5 ÷åëîâåê ïðèñóòñòâóþò è ñóäîðîãè, è îãëóøåíèå
ñîçíàíèÿ;

• 2 � øåñòü ÷åëîâåê òîëüêî ñ ðå÷åâûìè íàðóøåíèÿìè;

• 3 � âîñåìü ñ ãîëîâíîé áîëüþ è ðå÷åâûìè íàðóøåíèÿìè;

• 7 � âîñåìü áîëüíûõ, ó êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû âñå ôàêòîðû
ðèñêà.

Ê áîëåå áëàãîïîëó÷íûì îòíîñÿòñÿ ãðóïïû:

• 0 � áåç óêàçàííûõ ôàêòîðîâ ðèñêà (17 ÷åëîâåê);

• 4 � ÿñíîå ñîçíàíèå è íàëè÷èå ñóäîðîã ó 53 áîëüíûõ;

• 5 � â ýòîé ãðóïïå èç 96 áîëüíûõ ñ ÿñíûì ñîçíàíèåì è ãîëîâíîé
áîëüþ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñ ñóäîðîãàìè (87 è 9);

• 6 � äâîå áîëüíûõ áåç ãîëîâíîé áîëè ñ ðå÷åâûìè íàðóøåíèÿìè:
ó îäíîãî îãëóøåíèå ñîçíàíèÿ, ó äðóãîãî ñóäîðîãè.

Âûäåëÿÿ íàèáîëåå îòëè÷àþùèåñÿ ïî äîæèòèþ ïàðû, ïîëó÷àåì ðàç-
äåëåíèå áîëüíûõ íà ãðóïïû: (0,4) è (5,6), (2,3) è (1,7) ïðè ïîìîùè
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Ðèñ. 1.12. Äîæèòèå ïî ýëåìåíòàì ñèíäðîìà S1.

îáîáùåííîãî ñèíäðîìà ïåðâîãî ïîðÿäêà S1. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
ãðóïïàì êðèâûå äîæèòèÿ ïðåäñòàâëåíû ðèñ. 1.12.

Ãðóïïà (2,3), ñîñòîÿùàÿ èç 14 ÷åëîâåê, îòëè÷àåòñÿ ïðåæäå âñåãî
áîëüøèì âîçðàñòîì (62.79 ± 8.95 ïî ñðàâíåíèþ ñ 43.38 ± 14.84 ó
îñòàëüíûõ, äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî
êðèòåðèÿ îäíîðîäíîñòè p < 0.0001). Ó ýòèõ áîëüíûõ èìåþò ìåñòî
íàðóøåíèÿ ðå÷è ïðè ÿñíîì ñîçíàíèè è îòñóòñòâèè ñóäîðîã, ÷àùå
âñòðå÷àåòñÿ ëåâàÿ ñòîðîíà ïîðàæåíèÿ (13 ê 1, êîãäà ïîðàæåíû îáå
ñòîðîíû), 50% èìåþò ïîðàæåíèÿ â ëåâîé òåìåííîé äîëå ïî ñðàâíå-
íèþ ñ 17% â îñòàëüíûõ ãðóïïàõ. Ïî èíäåêñó Êàðíîâñêîãî áîëüíûå
èç ãðóïïû (2,3) çíà÷èìî òÿæåëåå (57.14 ± 14.37 ïî ñðàâíåíèþ ñ
69.76± 13.12 ó îñòàëüíûõ áîëüíûõ).

Íàèõóäøèé ïðîãíîç ñðåäè áîëåå ìîëîäûõ áîëüíûõ íàáëþäàåòñÿ
â ãðóïïå (1,7). Áîëüíûå îòëè÷àþòñÿ áîëüøèì ñìåùåíèåì ñðåäèí-
íûõ ñòðóêòóð (9.00± 5.06 ïî ñðàâíåíèþ ñ 4.32± 4.57, p < 0.00001),
áîëüøèì îáúåìîì íîâîîáðàçîâàíèÿ (64880 ± 46404 ïî ñðàâíåíèþ
ñ 47612 ± 44844, p = 0.0233), ñîîòâåòñòâåííî áîëüøèì îáúåìîì
îïåðàöèè.

Áîëåå áëàãîïîëó÷íûå áîëüíûå â ãðóïïå (0,4) îòëè÷àþòñÿ îò îñ-
òàëüíûõ ìåíüøèì âîçðàñòîì (40.89± 14.87 ïî ñðàâíåíèþ ñ 45.59±
15.17, p = 0.025), âûñîêèìè èíäåêñàìè Êàðíîâñêîãî (76.71 ± 11.51
ïî ñðàâíåíèþ ñ 66.40 ± 13.08, p < 0.000001), ìåíüøèìè ðàçìåðàìè
îïóõîëè (412793± 41206 ïî ñðàâíåíèþ ñ 58595± 47034, p = 0.032).
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Ðèñ. 1.13. Äîæèòèå ïî ýëåìåíòàì ñèíäðîìà S0.

Íà ðèñ. 1.13 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå äîæèòèÿ ýëåìåíòîâ íàèáîëåå
èíôîðìàòèâíîãî ñèíäðîìà íóëåâîãî ïîðÿäêà (íåëèíåéíîãî ñèìïòî-
ìà), ïðè ïîìîøè êîòîðîãî çàäàåòñÿ ãðóïïèðîâêà íà áëîêè (0,4,5,6)
è (1,2,3,7). Áîëüíûå èç ãðóïïû (1,2,3,7) îòëè÷àåòñÿ áîëåå òÿæåëûì
äèàãíîçîì, ó íèõ ÷àùå ïîðàæåíà ïðàâàÿ çàòûëî÷íàÿ äîëÿ, äëÿ
áîëüøåãî êîëè÷åñòâà áîëüíûõ ïðèìåíÿëàñü õèìèîòåðàïèÿ.

Â êà÷åñòâå âòîðîé íàèáîëåå èíôîðìàòèâíîé êîìïîíåíòû ñèíä-
ðîìà 1-ãî ïîðÿäêà (0,4), (5,6), (2,3) è (1,7) âûáèðàåòñÿ îáîáùåííûé
ñèìïòîì, çàäàþùèé ãðóïïèðîâêó âèäà (0,2,3,4) è (1,5,6,7). Ó áîëü-
íûõ èç (1,5,6,7) òÿæåñòü áîëüøå, ÷àùå ïîðàæåíà òåìåííàÿ ñòîðîíà,
áîëüøåå ñìåùåíèå ñðåäèííûõ ñòðóêòóð è áîëüøå ðàçìåðû îïóõîëè.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîé ãëàâíîé êîìïîíåíòîé, îïðåäåëÿþùåé ïî
êàòåãîðèàëüíûì ïðèçíàêàì âðåìÿ äîæèòèÿ, îêàçûâàåòñÿ òÿæåñòü
äèàãíîçà, à âòîðîé � ðàçìåðû íîâîîáðàçîâàíèÿ (ðèñ. 1.13).

1.9. Àíàëèç êàòåãîðèàëüíûõ ðÿäîâ

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñèìïòîìíîãî ìåòîäà âûÿâëåíèÿ ïåíåòðàíòíîé
ôîðìû ïåðèîäè÷íîñòè ðàññìîòðèì òåêñò èç øåñòè ñëîâ ñ îêîí÷à-
íèåì

”
åíèå“ (ïåíèå ÷òåíèå ïðîùåíèå âèäåíèå áäåíèå ïðèâåäåíèå).

Ïðè ïîìîùè äâîè÷íîé êîäèðîâêè, â êîòîðîé îäíîé áóêâå ñîîòâåò-
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ñòâóåò êîäîâîå ñëîâî èç ÷åòûðåõ çíàêîâ (íóëåé è åäèíèö), ïîëó÷àåì
äèõîòîìè÷åñêèé ðÿä (f1, f2, . . . , fN ) äëèíîé â N = 232 çíàêà ñ ó÷å-
òîì äâóõ ïðîáåëîâ ìåæäó ñëîâàìè è øåñòè ïðîáåëîâ ïî êðàÿì,
êîäèðóåìûõ ÷åòûðüìÿ íóëÿìè. Îêîí÷àíèþ

”
åíèå“ ñîîòâåòñòâóåò

íàáîð çíàêîâ (0101 1001 0111 0101).
Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ñêðûòîé ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ

ìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ
”
ÃÓÑÅÍÈÖÀ“ - SSA (SingularSpectrum Ana-

lysis) [12], èññëåäóåìûé êàòåãîðèàëüíûé ðÿä (f1, f2, . . . , fN ) ïðåîá-
ðàçóåòñÿ â òðàåêòîðíóþ ìàòðèöó X = [X1, . . . , XK ] , ãäå âåêòîðà
âëîæåíèÿ Xi ïðè äëèíå L ”

îêíà“ èìåþò âèä:

Xi = (xi1, xi2, . . . , xiL)T = (fi, . . . , fi+L−1)T , i = 1, . . . ,K.

Ïî âåêòîðàì âëîæåíèÿ äëÿ âñåõ τ = (t1, . . . , tm) ⊆ {1, 2, . . . ,K}
ïîñòðîèì ñèìïòîìû

Xτ = a1X1 + . . .+ aKXK(mod 2),

ãäå aj = 1 ïðè j ∈ τ è aj = 0 ïðè j /∈ τ, è óïîðÿäî÷èì èõ
ñîãëàñíî (1.5). Ïîðÿäêîâûé íîìåð ñèìïòîìà Xτ ñ íàáîðîì èíäåê-
ñîâ τ = (t1, . . . , tm) â èìïóëüñíî óïîðÿäî÷åííîì ñèíäðîìå áóäåì
íàçûâàòü èìïóëüñíûì ðàíãîì R(τ). Îí ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî
ôîðìóëå:

R(τ) =

m∑
j=1

2tj−1. (1.43)

Ñàìûì èíôîðìàòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ýíòðîïèè ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ïòîì ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì íóëåé è åäèíèö â âåêòîðå ðåàëèçàöèé.
Ïîýòîìó åñëè â âåêòîðàõ âëîæåíèÿ íóëåé ìíîãî áîëüøå, ÷åì åäè-
íèö, òî ñèìïòîì Xτ , â êîòîðîì äîëÿ åäèíèö áëèæå âñåãî ê îäíîé
âòîðîé, îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûì. Êîëè÷åñòâî åäèíèö
âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè âûðàæåíèÿ XT

τ eL, ãäå ÷åðåç eL îáîçíà÷åí
âåêòîð èç L åäèíèö. Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå ïðåîáëàäàíèÿ íóëåé
â äèõîòîìè÷åñêîì ðÿäå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ìåòîäà, à çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîé ïðîïîðöèè ìåæäó íóëÿìè è åäèíèöàìè
òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå äëÿ áîëüøåé
êîíòðàñòíîñòè îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî ââåñòè äâà ïðîáåëà ìåæäó ñëî-
âàìè âìåñòî îäíîãî.

Äîïîëíèì ïðàâèëî äëÿ âûÿâëåíèÿ íàèáîëåå èíôîðìàòèâíîãî
ñèìïòîìà ïðèíöèïîì ìèíèìóìà äåéñòâèÿ, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ â
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Ðèñ. 1.14. Äèàãðàììà ðåíòàáåëüíîñòè ñèìïòîìîâ.

òîì, ÷òî áîëåå èíôîðìàòèâíûé ñèìïòîì äîëæåí ñîäåðæàòü â ñåáå
ê òîìó æå ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïåðåêëþ÷åíèé îò îäíîãî çíàêà ê
äðóãîìó. Îíî ðàâíî ÷èñëó åäèíèö â âåêòîðå, ïîëó÷åííîì â ðåçóëü-
òàòå ïðîèçâåäåíèÿ ΘXτ íàä F2, ãäå äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Θ ðàç-
ìåðíîñòè L − 1 íà L ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ: Θi,i = 1, Θi,i+1 = 1
äëÿ i = 1, 2, . . . , L− 1, îñòàëüíûå íóëè. Îáúåäèíèì ýòè õàðàêòåðèñ-
òèêè â ïîêàçàòåëå ðåíòàáåëüíîñòè

Ren(R(τ)) =
XT
τ eL

(ΘXτ )TeL−1
,

êîòîðûé çàâèñèò îò ðàíãà ñèìïòîìà R(τ). Ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå
ðåíòàáåëüíîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàíãå R(τ) = 2531 (ðèñ. 1.14). Èç
(1.43) ïîëó÷àåì íàáîð τ = (1, 2, 6, 7, 8, 9, 12) èç íåíóëåâûõ êîìïîíåíò
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Xτ .

Ãðàôè÷åñêè ðÿä (f1, f2, . . . , fN ) áóäåì èçîáðàæàòü â âèäå îòðåç-
êîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (i, fi), i = 1, . . . , N . Íà ðèñ. 1.15 îäèíà-
êîâûå ôðàãìåíòû äèõîòîìè÷åñêîãî ðÿäà, êîäèðóþùåãî òåêñò, íà-
êðûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè ïîñòîÿíñòâà ñäâèíóòîãî íà êîíñòàíòó c
íàèáîëåå èíôîðìàòèâíîãî ñèìïòîìà X1,2,6,7,8,9,12.

Âûäåëèì èç ñèìïòîìà Xτ íàä F2 ôðàãìåíò et = (e1, . . . , et)
T ,

â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîãóò áûòü êîìïîíåíòû, ðàâíûå t åäèíèöàì. Îí
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Ðèñ. 1.15. Ãðàôèêè ðÿäîâ X1 è X1,2,6,7,8,9,12 + c.

ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôðàãìåíòà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè F = (fn+1, . . . , fn+k+t−1)T , ò. å.

ej =

k∑
i=1

aifn+i+j−1 , j = 1, . . . , t, (1.44)

èëè âåêòîð et âûðàæàåòñÿ â ìàòðè÷íîì âèäå

k∑
i=1

aifi+n

k∑
i=1

aifi+n+1

...
k∑
i=1

aifi+n+t−1


=


fn+1 fn+2 . . . fn+k
fn+2 fn+3 . . . fn+k+1

...
...

...
...

fn+t fn+t+1 . . . fn+t+k−1

 ·

a1
a2
...
ak

 .

Ïðè k = t, çíàÿ ôðàãìåíò F , èç óðàâíåíèé (1.44) ìîæíî ïîëó÷èòü
êîýôôèöèåíòû (a1, . . . , ak) ñèìïòîìà Xτ , êîòîðûé èäåíòèôèöèðóåò
ýòîò ôðàãìåíò ïðè ïîìîùè âåêòîðà ek. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôðàãìåíòà
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F = (0 0101 1001 0111 0101 000000)T äëèíû k = 12, êîäèðóþùåãî
îêîí÷àíèå

”
åíèå“, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìïòîìó ñ èíäåê-

ñîì τ = (1, 2, 6, 7, 8, 9, 12) âåêòîð (a1, . . . , ak) = (1100011110001).

Ðèñ. 1.16. Ãðàôèê Y1 è Yτ , ãäå τ = (1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11).

Èñïîëüçóÿ àïïàðàò îáîáùåííîãî îáðàùåíèÿ ìàòðèö [10], ìîæíî
ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ âîññòàíîâëåíèåì ôðàãìåíòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F = (fn+1, . . . , fn+2k−1)T ïî êîýôôèöèåíòàì
(a1, . . . , ak) ñèìïòîìà Xτ , òàê êàê âåêòîð ek ìîæíî èíà÷å âûðàçèòü
÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö


a1 a2 . . . ak 0 0 . . . 0
0 a1 . . . ak−1 ak 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 a1 a2 . . . ak

 è


fn+1

fn+2

...
fn+2k−1

 .

Ïðè íàëè÷èè â êàòåãîðèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåõ ãðàäàöèé
ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ âëîæåíèÿ íàä F3.
Äëÿ çàäàííîãî ôðàãìåíòà F âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ âû÷èñëÿåòñÿ
ïî àíàëîãèè ñ (1.44). Â ÷àñòíîñòè (ðèñ. 1.16), ïðè ïîìîùè ñèìïòîìà
Yτ = Y1 + Y2 − Y4 − Y5 + Y6 + Y7 − Y8 − Y9 + Y10 + Y11 â âåêòîð èç
åäèíèö ïðåîáðàçóåòñÿ ôðàãìåíò (101 012 011 101)T , êîòîðîìó íàä
F3 ñîîòâåòñòâóåò îêîí÷àíèå ”

åíèå“.
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1.10. Ñâÿçíîñòü êàòåãîðèàëüíûõ ðÿäîâ

1.10.1. Î âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé êëàññèôèêàöèè

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïîïóëÿöèèW è W̄ , èäåíòèôèöèðóåìûå ïåðå-
ìåííîé Y . Åñëè èíäèâèä èç ïîïóëÿöèè W , òî Y = 1, åñëè èíäèâèä
èç ïîïóëÿöèè W̄ , òî Y = 0. Êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèé
êîìïîíåíò âåêòîðà Y ðàâíî 2n, ãäå n � ÷èñëî èíäèâèäîâ. Ïîïó-
ëÿöèè õàðàêòåðèçóþòñÿ m äèõîòîìè÷åñêèìè ïðèçíàêàìè, íàáëþ-
äåíèÿ çà êîòîðûìè

Xi = (xi1, . . . , xin)T , i = 1, . . . ,m,

ñîáèðàþòñÿ â ìàòðèöó X = [X1| . . . |Xm] ðàçìåðíîñòè n × m íàä
ïîëåì F2 ðàíãà r. Ïîèñê íàèáîëåå èíôîðìàòèâíîãî ñèìïòîìà ñâî-
äèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè âûðàæåíèÿ

||b|| = min

{
1

n

n∑
i=1

bi, 1−
1

n

n∑
i=1

bi,

}
, (1.45)

ãäå b = (b1, . . . , bn)T = Xa − Y, ÷åðåç a îáîçíà÷åí âåêòîð èç m
ïàðàìåòðîâ íàä F2. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå L(X) ìíîæåñòâî âñåõ
êîíå÷íî-ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

L(X) =


m∑
j=1

ajXj (mod2)

 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0 è e âåêòîðà èç n íóëåé è n åäèíèö ñîîòâåòñ-
òâåííî. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïîïóëÿöèè, ñ÷èòàåì, ÷òî
Y 6= 0 è Y 6= e. Âåðîÿòíîñòü p0(r,X) ñëó÷àéíîé êëàññèôèêàöèè
âåêòîðà Y ïî ìàòðèöå X = X(n,m) ðàíãà r ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà
ïðè ïîìîùè îòíîøåíèÿ

p0(r,X) =
|L(X) ∪ (L(X) + e)|

2n − 2
(1.46)

è çàâèñèò îò òîãî, ñîäåðæèò èëè íåò ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(X) âåê-
òîð èç åäèíèö e, òàê êàê L(X) = L(X) + e ïðè e ∈ L(X). Áóäåì
îáîçíà÷àòü ìàòðèöó X ÷åðåç X⊕ ïðè e ∈ L(X) è ÷åðåç X	 ïðè
e /∈ L(X).
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Ëåììà 5. Ïóñòü Y 6= 0, Y 6= e, òîãäà âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîé
êëàññèôèêàöèè ïî ìàòðèöå äàííîãî ðàíãà èìååò âèä

p0(r,X⊕) =
2r − 2

2n − 2
, p0(r,X	) =

2(2r − 1)

2n − 2
. (1.47)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ìàòðèöû X⊕ ðàíãà r ìîùíîñòü ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ðàâíà |L(X)| = 2r − 1. Òàê êàê e ∈ L(X), ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà L(X) ñîâïàäàåò ñ L(X) + e. Èñêëþ÷àÿ âåêòîð e èç L(X),
ïîëó÷àåì p0(r,X⊕) = 2r−2

2n−2 . Â ñëó÷àå ìàòðèöû X	 ñïðàâåäëèâî

(L(X) + e) ∩ L(X) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, p0(r,X	) = 2(2r−1)
2n−2 . �

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé êëàñ-
ñèôèêàöèè íàì òðåáóåòñÿ çíàòü íå ïðîñòî êîëè÷åñòâî Mr

nm ìàòðèö
n×m íàä F2 ðàíãà r, íî è òàêèõ, ÷òî e ∈ L(X), èõ áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåçMr⊕

nm, è òàêèõ, ÷òî e /∈ L(X), èõ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåçMr	
nm.

Ñîãëàñíî [40], êîëè÷åñòâî ïðîåêòèâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñ-
òè r èç ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè m ðàâíî

Mr
nm = Nr

m

r−1∏
k=0

(2n − 2k), ãäå Nr
m =

r−1∏
k=0

2m − 2k

(2r − 2k)
.

Ëåììà 6. ÏóñòüMr	
nm èMr⊕

nm ðàâíû êîëè÷åñòâó ìàòðèö X(n×m)
íàä F2 òàêèõ, ÷òî e /∈ L(X) è e ∈ L(X) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

1. Mr	
nm = Nr

m

r−1∏
k=0

(2n − 2k+1);

2. Mr⊕
nm = Nr

m(2r − 1)

r−1∏
k=1

(2n − 2k).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè Mr	
nm îáíàðóæèâàåì, âî-ïåð-

âûõ, ÷òî êàê è â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ Mr
nm [40] ñóùåñòâóåò Nr

m ñïî-
ñîáîâ ðàçìåùåíèÿ r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ïî m ìåñòàì.
Âî-âòîðûõ, â êà÷åñòâå ïåðâîãî âåêòîðà X1 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
ëþáîé íå e èç 2n−2 íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, â êà÷åñòâå âòîðîãî âåêòîðà
� ëþáîé èç 2n − 22 (êðîìå e, 0, X1 è X1 + e(mod 2)), â êà÷åñòâå
òðåòüåãî âåêòîðà � ëþáîé èç 2n−23 (êðîìå e, 0, X1 è X1+e(mod 2),
X2, X2 +e(mod 2) X1 +X2(mod 2) X1 +X2 +e(mod 2)) è òàê äàëåå.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Mr⊕
nm âîñïîëüçóåìñÿ ðàçíîñòüþ

Mr⊕
nm = Mr

nm −Mr	
nm = Nr

m

r−1∏
k=0

(2n − 2k)−Nr
m

r−1∏
k=0

(2n − 2k+1) .

Ïðèâîäÿ ê îäèíàêîâûì ñîìíîæèòåëÿì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

Mr⊕
nm = Nr

m

r−1∏
k=0

(2n − 2k)−Nr
m

r∏
k=1

(2n − 2k) =

= Nr
m(2n − 1)

r−1∏
k=1

(2n − 2k)−Nr
m(2n − 2r)

r−1∏
k=1

(2n − 2k) =

= Nr
m

r−1∏
k=1

(2n − 2k)(2n − 1− 2n + 2r) =

= Nr
m(2r − 1)

r−1∏
k=1

(2n − 2k). �

Ïîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü p1(r,X) ñëó÷àéíîé êëàññèôèêàöèè
âåêòîðà Y 6= 0 è Y 6= e ïî ìàòðèöå X = X(n,m) ðàíãà r ðàâíà

p1(r,X) =
(2r − 1)(2n − 2r + 2r−1 − 1)

(2n − 1)(2n−1 − 1)
. (1.48)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ëåìì 5 è 6, ïîëó÷àåì

p1(r) =
Mr⊕
nm

Mr
nm

· 2r − 2

2n − 2
+
Mr	
nm

Mr
nm

· 2(2r − 1)

2n − 2
=

=
2r − 1

2n − 1
· 2r−1 − 1

2n−1 − 1
+

2n − 2r

2n − 1
· 2r − 1

2n−1 − 1
=

=
(2r − 1)(2n − 2r + 2r−1 − 1)

(2n − 1)(2n−1 − 1)
. �

Åñëè Y = 0 èëè Y = e, òî èìååòñÿ âñåãî îäíà ïîïóëÿöèÿ, è
âåðîÿòíîñòü p0(r,X) ñëó÷àéíîé êëàññèôèêàöèè âåêòîðà Y ïî ìàò-
ðèöå X = X(n,m) ðàíãà r ðàâíà

p0(r,X) =

{
1 ïðè r < m,

Mr⊕
nm

Mr
nm

= 2r−1
2n−1 ïðè r = m.

(1.49)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 14. Ïóñòü p1(r) è p0(r) èìåþò âèä (1.48) è (1.49) ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà ïðè ðàçáèåíèè Y íà i+1 ïîïóëÿöèþ, ãäå i = 0, 1,
âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîé êëàññèôèêàöèè ðàâíà

pi =

m∑
r=1

pi(r)
Mr
nm

2nm − 1
=

1

2nm − 1

m∑
r=1

pi(r)N
r
m

r−1∏
k=0

(2n − 2k).

(1.50)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ÷èñëà îøèáîê áûëà èñïîëü-
çîâàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî ìîäåëüíîé âûáîð-
êå. Ïðè ÷èñëå ïàðàìåòðîâ (n = 100, m = 10), ðàññìàòðèâàåìûõ
â ïðèëîæåíèè, òå æå ñàìûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ áûëè ïîëó÷åíû
ïðè ïîìîùè ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû (1.52), îñíîâàííîé íà ïðåä-
ïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîÿâëåíèåì âåê-
òîðîâ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ìàòðèöû X. Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ Yδ,
îòëè÷àþùèõñÿ îò Y èëè îò Y + e íå áîëåå ÷åì â S ïîçèöèÿõ, òî
åñòü Yδ + Y (mod 2) = δs èëè Yδ + Y + e (mod 2) = δs, ãäå |δs| = S,
ðàâíî

b = 2

S∑
s=0

Csn. (1.51)

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü Pb òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç b âåêòîðîâ Yδ
ñîäåðæèòñÿ â L(X) èëè L(X) + e, ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ î íåçà-
âèñèìîñòè ìîæåò áûòü ïðèáëèçèòåëüíî âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

Pb ≈ 1− (1− p0)b ≈ 1− e−bp0 . (1.52)

1.10.2. Ñëó÷àéíàÿ êëàññèôèêàöèÿ

â ñëó÷àå ãàíêåëåâûõ ìàòðèö

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñóùåñòâåííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé êëàññèôè-
êàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé îáîáùåííîé ãàíêåëåâîé ìàòðèöå íàáëþäå-
íèé ñ øàãîì k, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x1, . . . , xN ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X(k) =


x1 xk+1 x2k+1 . . . x(m−1)k+1

x2 xk+2 x2k+2 . . . x(m−1)k+2

. . . . . . . . . . . . . . .
xn xk+n x2k+L . . . x(m−1)k+n

 . (1.53)
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Òàáëèöà 1.26.

r Γr⊕nm(1) Γr	nm(1) Γrnm(1)

0 0 1 1

[1;m− 1] 22(r−1) 2 · 22(r−1) 3 · 22(r−1)

m 22(r−1) 2n+m−1− 2n+m−1−
−2 · 22(r−1) −22(r−1)

r Γr⊕nm(2) Γr	nm(2)

0 0 1

[1;m− 1] 3 · 23r−4− 23r + 23(r−1)−
−22r−3 −22(r−1)

m 3 · 23m−4− 2n+2(m−1)−
−22m−3 −3 · 23(m−1) + 22(m−1)

Â ÷àñòíîñòè, X(1) è X(2) èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä
x1 x2 . . . xm
x2 x3 . . . xm+1

. . . . . . . . . . . .
xn xn+1 . . . xm+n−1

 è


x1 x3 . . . x2m−1

x2 x4 . . . x2m
. . . . . . . . . . . .
xn xn+2 . . . x2m+n−2

 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γrnm(k) êîëè÷åñòâî îáîáùåííûõ ãàíêåëåâûõ ìàò-
ðèö ñ øàãîì k. Ïðè k = 1, ñîãëàñíî [36],

Γrnm(1) =


1, r = 0,
3 · 22(r−1), 1 ≤ r ≤ m− 1,
2n+m−1 − 22(m−1), r = m.

Ïðè k = 2 äëÿ m > 2, n ≥ 2m− 1 ñïðàâåäëèâî [37] âûðàæåíèå

Γrnm(2) =


1, r = 0 ,
21 · 23r−4 − 3 · 22r−3, 1 ≤ r ≤ m− 1 ,
2n+2(m−1)−
−3 · 23m−4 + 22m−3, r = m.

(1.54)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γr⊕nm(k) è Γr	nm(k) êîëè÷åñòâî ãàíêåëåâûõ ìàòðèöX
ñ øàãîì k, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî e ∈ L(X) è e /∈ L(X). Âûðà-
æåíèÿ Γr⊕nm(1) è Γr	nm(1) èç òàáë. 1.26 áûëè àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíû
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Óñåâè÷åì Ê.Ä., à ôîðìóëû äëÿ Γr⊕nm(2), Γr	nm(2) áûëè âû÷èñëåíû
ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ ðàçíûõ n,m, r.

Âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé êëàññèôèêàöèè ïîëó-
÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (1.50), ãäå âìåñòî Mr

nm èñïîëüçóåòñÿ
Γrnm(2), à â (1.48) âìåñòî Mr	

nm è Mr⊕
nm � âûðàæåíèÿ äëÿ Γr	nm(2)

è Γr⊕nm(2). Íàïðèìåð, ïðè n = 100, m = 10, k = 2 ñîãëàñíî (1.52)
ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05 ïîëó÷åíî êðèòè÷åñêîå ÷èñëî äî-
ïóñòèìûõ îøèáîê, ðàâíîå S = 29.

1.10.3. Ñâÿçíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÐÍÊ

Ðàññìîòðèì äàííûå íóêëåîòèäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÐÍÊ
òðåõ ìèêðîîðãàíèçìîâ, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç 16S Halobact,
16S Ecoli è 16S Deionoc. Ïðè ïîìîùè êîäèðîâêè àìèíîêèñëîò

a = (0, 0), t = (1, 1), g = (1, 0), c = (0, 1)

ïîëó÷àåì òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x1, . . . , xn), xi ∈ {0, 1}. Èç-çà
äâóõñèìâîëüíîé êîäèðîâêè áóäåì ñòðîèòü ãàíêåëåâó ìàòðèöó ñ øà-
ãîì k = 2.

Â êà÷åñòâå ìåòðèê çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ áèíàðíûìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè X = (x1, . . . , xn)T è Y = (y1, . . . , yn)T ðàññìàò-
ðèâàåì îäíîñòðîííèå Jx|y è Jy|x è äâóñòîðîííèé J êîýôôèöèåíòû
íåîïðåäåëåííîñòè, ìåòðèêè

%1(X,Y ) = 1− ||X + Y (mod 2)||,
%2(X,Y ) = 1−H((X + Y )(mod 2)),

ãäå ÷åðåç H(X), X = (x1, . . . , xn)T , xi ∈ {0, 1}, îáîçíà÷åíà îöåíêà
ýíòðîïèè

H(x1, . . . , xn) = −p̂ log2(p̂)− (1− p̂) log2(1− p̂) ,

p̂ =
1

n

n∑
j=1

xj .

Íåêîòîðûå ìåòðèêè ïðîùå â èññëåäîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ,
íåêîòîðûå óäîáíåå â èíòåðïðåòàöèè.

Â êà÷åñòâå äâîéñòâåííîé ê X = (x1, . . . , xn)T èñïîëüçóåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïðèðàùåíèé

X̌ = (x1, x1 + x2, x2 + x3, . . . , xn−1 + xn)T íàä F2.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà èç X̌ ÷åðåç êó-
ìóëÿòèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

X≤ = {x̌≤j } =

{
j∑
i=1

x̌i

}
,

ïðè÷åì áåçðàçëè÷íî íàêàïëèâàòü äâîéñòâåííûå èëè ðàñìàòðèâàòü
äâîéñòâåííóþ ê êóìóëÿòèâíîé.

Ïîñêîëüêó îòÿãîùàþùèì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïåíåòðàíòíîñòü,
è ðàçíûå ôðàãìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x1, . . . , xN è y1, . . . , yN ,
N > n, ñâÿçàíû íå îäèíàêîâî, âûäåëèì èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé íåêîòîðûå èíòåðåñóþùèå íàñ ôðàãìåíòû è â ñîîòâåòñòâèè ñ
(1.53) ïðåîáðàçóåì èõ â ãàíêåëåâû ìàòðèöû

X(2) = [X1| . . . |Xm] è Y(2) = [Y1| . . . |Yt].

Çàòåì íàéäåì ìàêñèìàëüíî çàâèñÿùèå ìåæäó ñîáîé ñèìïòîìû Xτ

è Yµ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòðèêîé %(Xτ , Yµ), ãäå τ = (τ1, . . . , τm), µ =
(µ1, . . . , µt).

Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå X = (x1, . . . , xN1) è Y = (y1, . . . , yN2) ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ çàêîäèðîâàííûå íóëÿìè è åäèíèöàìè íóêäåîòèäíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÐÍÊ 16S Halobact è 16S Ecoli, n = 100, â
îäíîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååòñÿ òîëüêî îäèí âåêòîð âëîæå-
íèÿ, ò.å. t = 1.

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâîé äëèíû n ñ íà÷àëîì â n1 èëè
n2 áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç

X(n1) = (xn1
, . . . , xn1+n)T , Y (n2) = (xn2

, . . . , yn2+n)T .

Ïðè èññëåäîâàíèè X(n1) ïðè n1 = 433 è Y (n2) áûëî îáíàðóæåíî
60 ñëó÷àåâ, êîãäà ÷èñëî îøèáîê %1(X(433), Y (n2)) áûëî ìåíüøå
êðèòè÷åñêîãî 30, ÷òî ñîñòàâëÿåò 4.02%, è 66 ñëó÷àåâ (4.42%) äëÿ
äâîéñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñî÷åòàíèå îáåèõ õàðàêòåðèñ-
òèê ïîçâîëÿåò äèôôåðåíöèðîâàòü ýòè ñëó÷àè íà ñèëüíûå è ñëà-
áûå â çàâèñèìîñòè îò èõ ñîâìåñòíîãî èëè îòäåëüíîãî ïðîÿâëåíèÿ
(ðèñ. 1.17). Òîãäà óäàåòñÿ âûäåëèòü íàèáîëåå çíà÷èìûå ìåòðèêè:

%1(Halobac(433), Ecoli(475)) = 23, p = 5.64 · 10−5,

%1(Ecoli(1), Deionoc(3)) = 8, p = 2.22 · 10−16,

%1(Halobac(407), Deionoc(423)) = 17, p = 1.34 · 10−8 .
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Ðèñ. 1.17. Çàâèñèìîñòè a = %1(X(n1), Y (n2)), b = %1(X̌(n1), Y̌ (n2))
è a+ b îò n2 ïðè n = 100, n1 = 433.

Çíà÷èìîñòè p, âû÷èñëåííûå ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ãàíêåëåâîñòè ìàòðèö
íàáëþäåíèé èëè ïî âñåì ìàòðèöàì, îêàçàëèñü îäèíàêîâûìè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè äåéñòâèÿ ëîãè÷åñêîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåí-
íîñòè [32] íåñëó÷àéíî áûëè âûáðàíû äàííûå ÐÍÊ ìèêðîîðãàíèç-
ìîâ ñ îäèíàêîâûìè ôðàãìåíòàìè. Íà ýòîì ïðèìåðå õîðîøî âèäíî,
÷òî îäíèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ è ïðèíöèïà ìàëîâåðîÿòíîûõ
ñîáûòèé îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ âûÿâëåíèÿ çàêîíîìåðíîñ-
òåé. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå èíòåðïðåòèðîâàòü âñå áîëåå-ìåíåå ñòàòèñ-
òè÷åñêè çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî îñòàíîâèòüñÿ òîëüêî íà òåõ
ôàêòàõ, êîòîðûå óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å.
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1.11. Ïðèîðèòåòíûå êðèâûå

â êîãíèòèâíîé áèîëîãèè

Â êîãíèòèâíîé áèîëîãèè èçó÷àþò ïîâåäåíèå ëþäåé èëè æèâîò-
íûõ â ðàçíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ èëè óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà. Íàïðè-
ìåð, â òå÷åíèå 100 ñåêóíä ðåãèñòðèðîâàëîñü ïîâåäåíèå ñàìöà êðûñû
ïîñëå òîãî, êàê ê íåìó â êëåòêó ïîäñàæèâàëè äðóãóþ êðûñó òîãî æå
ïîëà. Â ýêñïåðèìåíòå ó÷àñòâîâàëè äâå ãðóïïû ñàìöîâ êðûñ: n2 = 9
â êîíòðîëüíîé ãðóïïå C è n1 = 7 â ãðóïïå D äåïðåññèðîâàííûõ
ðàíåå êðûñ òåì, ÷òî ê íèì èíäèâèäóàëüíî â êëåòêó íåñêîëüêî ðàç
ïîäñàæèâàëè àãðåññèâíîãî ñàìöà.

Ðèñ. 1.18. Ïðèîðèòåòíûå êðèâûå X̃23.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåí÷åñêèå àêòû (òàáë.1.27) ñ òî÷êè çðåíèÿ îñ-
íîâíûõ ôàêòîðîâ: ñòðåññîâîñòü ñèòóàöèè (Agr), ìîòîðèêà (Mot) è
ñîöèàëüíûé ñòàòóñ (Soz). Áóäåì îòìå÷àòü çíà÷åíèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ
â êàæäûå 0.01 ñåêóíäû è ïîñòðîèì òðè äèõîòîìè÷åñêèõ âðåìåííûõ
ðÿäà X1(t), X2(t), X3(t), ñèìïòîìû X12(t), X13(t), X23(t) è X123(t),
à çàòåì äëÿ âñåõ ñåìè äèõîòîìè÷åñêèõ ðÿäîâ Xτ (t), τ ⊆ {1, 2, 3},
êóìóëÿòèâíûå ðÿäû

X̃τ (t) =

t∑
j=1

(2Xτ (j)− 1) ,

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ ìàðòèí-
ãàëüíûìè ñâîéñòâìè, êîòîðûå íàçîâåì ïðèîðèòåòíûìè êðèâûìè.
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Òàáëèöà 1.27.

Event Ïîâåäåí÷åñêèé àêò Agr Mot Soz Cod
agg-groom àãðåññèâíûé ãðóìèíã ïàðòíåðà 1 1 1 7
aggregatio ñêó÷èâàíèå 0 1 1 3
allogroom ÷èñòêà òåëà ïàðòíåðà 0 0 1 1

bite óêóñ 1 1 1 7
body-groom ÷èñòêà ñâîåãî òåëà 0 0 0 0
body-snif îáíþõèâàíèå òåëà ïàðòíåðà 0 0 1 1
climbing çàëåçàíèå íà ïàðòíåðà 0 1 1 3
digging êîïàíèå 0 1 0 2
eating åäà 0 0 0 0
escape óáåãàíèå 1 1 0 6
following ñëåäîâàíèå çà ïàðòíåðîì 0 1 1 3
freezing çàìèðàíèå 1 0 0 4
gen-snif îáíþõèâàíèå ãåíèòàëèé ïàðòíåðà 0 0 1 1
kick óäàð 1 1 1 7
mount êàðàïêàòüñÿ íà ïàðòíåðà 0 1 1 3
nose-snif îáíþõèâàíèå íîñà ïàðòíåðà 0 0 1 1
on-back çàùèòíàÿ ïîçà íà ñïèíå 1 0 0 4
opposition îïïîçèöèÿ 1 0 0 4

over ïîëîæåíèå íàä ïàðòíåðîì 0 1 1 3
rotation âðàùåíèå 0 1 0 2
scramble êàðàáêàíèå, ñõâàòêà 1 1 1 7
scratching ïî÷åñûâàíèå 0 1 0 2
shaking îòðÿõèâàíèå, òðÿñêà ãîëîâîé 0 1 0 2
side-up îòõîä îò ïàðòíåðà 1 1 0 6
sideway ïðèòèðêà áîêîì 0 0 1 1
sit-snif ñèäåíèå ñ ïðèíþõèâàíèåì 0 0 0 0
sitting ñèäåíèå 0 0 0 0

stretching ïîòÿãèâàíèå 0 0 0 0
substituti âûòåñíåíèå 1 1 1 7
threat óãîðîçà 1 0 1 5
under ïîëîæåíèå ïîä ïàðòíåðîì 0 1 1 3
up-right çàùèòíàÿ ñòîéêà 1 0 0 4
vert-def âåðòèêàëüíàÿ ñòîéêà 1 0 0 4
walking ïðîãóëêà 0 1 0 2
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Òàáëèöà 1.28.

τ p̂± σ̂
D C

1 0.14± 0.12 0.10± 0.05
2 0.23± 0.20 0.31± 0.07
12 0.37± 0.21 0.40± 0.10
3 0.10± 0.18 0.24± 0.12
13 0.24± 0.20 0.35± 0.10
23 0.16± 0.13 0.48± 0.08
123 0.30± 0.20 0.58± 0.08

Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ.1.18 ïðåäñòàâëåíû 40-ûå òî÷êè ðåàëèçà-
öèé êóìóëÿòèâíîãî ñèìïòîìà X̃23 â ãðóïïàõ D è C, íà ðèñ. 1.19
óñðåäíåíèÿ ïî ãðóïïàì D è C (ïóíêòèð) ñèìïòîìîâ X̃23, X̃1, X̃123.
Îöåíêè p̂ ïðèîðèòåòíûõ âåðîÿòíîñòåé p = P{Xτ = 1} èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ èõ õàðàêòåðèñòèêè (òàáë.1.28).

Ðèñ. 1.19. Ïðèîðèòåòíûå êðèâûå ñ óñðåäíåíèåì â ãðóïïàõ.

Óáûâàþùèé òðåíä ïî X̃23 â ãðóïïå D ñâèäåòåëüñòâóåò î âûðà-
æåííîé ïðè äåïðåññèè àññîöèèðîâàííîñòè ñîöèàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñ
ìîòîðèêîé p̂ = 0.16. Äëÿ ñðàâíåíèÿ p̂ = 0.48 â ãðóïïå C. Ïðèîðè-
òåòíûå êðèâûå ïî X̃1 â ãðóïïàõ C è D íå îòëè÷àþòñÿ. Ïðîöåññ
X̃123 â ãðóïïå D ÿâëÿåòñÿ ñóïåðìàðòèíãàëîì p̂ = 0.3 < 0.5, à
â ãðóïïå C ñóáìàðòèíãàëîì p̂ = 0.58. Îí èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
ôàêòîð àäåêâàòíîé ðåàêòèâíîñòè íà ïîÿâëåíèå íîâîãî îáúåêòà. Ïðè
äåïðåññèè ýòîò ôàêòîð ñóùåñòâåííî ñíèæåí.
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Ãëàâà 2.

Ïðîáëåìû

íåîäíîðîäíîñòè è

íåïîëíîòû äàííûõ

2.1. Êëàññèôèêàöèÿ ïî ðàññëîåíííîé

âûáîðêå

Ïóñòü èìååòñÿ äâå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ïîïóëÿöèè W1 è
W2 ñ îäèíàêîâîé èçâåñòíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ è âåêòî-
ðàìè ñðåäíèõ µ1 è µ2. Çàäà÷à äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ðåøèòü, ê êàêîé èç ýòèõ ïîïóëÿöèé îòíåñòè âåêòîð
íàáëþäåíèé X = (x1, . . . , xp)

T .
Êëàññèôèêàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ïîñòðîåíèå ëèíåéíîé äèñ-

êðèìèíàíòíîé ôóíêöèè

f(X) = α1x1 + . . .+ αpxp = αTX,

ãäå α = (α1, . . . , αp)
T âåêòîð ïàðàìåòðîâ, âû÷èñëåíèå êðèòè÷åñêîãî

çíà÷åíèÿ c è ââåäåíèå ïðàâèëà, ñîãëàñíî êîòîðîìó, åñëè f(X) > c,
òî X îòíîñèòñÿ ê ïîïóëÿöèèW1, èíà÷å êW2. Ýòà çàäà÷à àêòóàëüíà
äëÿ äèàãíîñòèêè è îòäàëåííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Åñëè f(X) ≤ c
äëÿ X ∈ W1 èëè f(X) ≥ c äëÿ X ∈ W2, òî èìååò ìåñòî îøèáî÷íàÿ
êëàññèôèêàöèÿ. Åñòåñòâåííî íåîáõîäèìî, ÷òîáû äîëÿ ýòîé îøèáêè
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áûëà êàê ìîæíî ìåíüøå. Äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ïðèçíàêîâ ïî ñòåïåíè
èõ çíà÷èìîñòè äëÿ êëàññèôèêàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïîøàãîâàÿ ïðîöå-
äóðà. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ëèíåéíûå ìåòîäû ðàáîòàþò ïëîõî, èñïîëüçó-
þò ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ èëè íåéðîííûå ñåòè. Íî â ýòèõ ìåòîäàõ
îñòàåòñÿ ñêðûòîé ñòðóêòóðà êëàññèôèêàöèè, à ýêñïåðèìåíòàòîðó
âàæíî çíàòü, çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ êàêèõ ïðèçíàêîâ èíäèâèä îòíîñèò-
ñÿ ê òîé èëè èíîé ïîïóëÿöèè.

Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðè÷èí íåðàçäåëèìîñòè ìíîãîìåð-
íûõ âûáîðîê ïðè ïîìîùè ãèïåðïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ èõ íåîäíîðîä-
íîñòü è ñâÿçàííîå ñ íåþ ðàçëè÷èå â ñòðóêòóðå çíà÷èìûõ ôàêòîðîâ
äëÿ îòäåëüíûõ ïîäâûáîðîê. Îêàçàëîñü, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
îáúåìå âûáîðêè ìîæíî ñíèçèòü âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññèôè-
êàöèè, åñëè ïîïóëÿöèè ðàññëîèòü è ïîñòðîèòü îòäåëüíûå ëèíåéíûå
äèñêðèìèíàíòíûå ôóíêöèè âíóòðè ñëîåâ. Äëÿ âûáîðà íàèëó÷øåãî
ðàññëàèâàþùåãî ôàêòîðà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êîððåëÿöèîí-
íûå, ñèìïòîìíî-ñèíäðîìàëüíûå èëè ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû.

2.1.1. Âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè

Åñëè íàáëþäåíèå èç ïîïóëÿöèèW ∼ N (µ,Σ), òî z = αTX èìååò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (ζ, σ), ãäå ζ = αTµ, σ2 = αTΣα.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζi = αTµi ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äèñêðèìèíàíòíîé
ôóíêöèè z = αTX â ñëó÷àå ïîïóëÿöèè Wi, i = 1, 2. Èìååò ñìûñë
âûáðàòü òàêîé âåêòîð α, ÷òîáû ζ1 è ζ2 áûëè êàê ìîæíî äàëüøå
óäàëåíû äðóã îò äðóãà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ðàññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà

∆2 =
(ζ1 − ζ2)2

σ2
=

(αT (µ1 − µ2))2

αTΣα
.

Â 1936 ãîäó Ôèøåð ïîêàçàë, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå Ìà-
õàëàíîáèñà äîñòàâëÿåò âåêòîð α, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû

Σα = µ1 − µ2. (2.1)

ÏÐÈÌÅÐ. Ðàññìîòðèì äâå ïîïóëÿöèè: W1 - áîëüíûå áðîíõèòîì (n1 = 66),
W2 - áîëüíûå ïíåâìîíèåé (n2 = 67), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ïðèçíàêàìè: x1
ñåðîñîäåðæàùèå áåëêè â âîññòàíîâèòåëüíîé ôîðìå, x2 ñêîðîñòü îñåäàíèÿ ýðè-
òðîöèòîâ. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñ îøèáêîé ðàâíû µ11 = 7.1 ± 0.7 â W1 è µ12 =
5.8± 0.8 â W2 µ21 = 32.9± 4.4 â W1 è µ22 = 46.0± 5.4 â W2. Âû÷èñëÿåì îöåíêó
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

Σ̂ =
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
=

[
0.57 −0.18
−0.18 24

]
,
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ãäå ÷åðåç S2
1 è S2

2 îáîçíà÷åíû íåñìåùåííûå îöåíêè êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö

âíóòðè ïîïóëÿöèé. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (2.1) îòíîñèòåëüíî α, âû÷èñëÿåì êîýô-

ôèöèåíòû α1 è α2 äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè z = −1.97x1 + 0.53x2. Ñðåäíåå

çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè ó áîëüíûõ áðîíõèòîì ðàâíî ζ1 = αTµ1 =

3.45, ó áîëüíûõ ñ ïíåâìîíèåé ζ2 = αTµ2 = 12.95. Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ðàâíî

c = (ζ1 + ζ2)/2 = 8.22. Íà ðèñ. 2.1 óðàâíåíèå êëàññèôèöèðóþùåé ïðÿìîé èìååò

âèä x2 = 3.7x1 + 15.5. Íàïðèìåð, äëÿ áîëüíîãî èç W2, ó êîòîðîãî x1 = 5.5,

x2 = 40, ïîëó÷àåì z = 10.37 > c = 8.22. Ýòîò áîëüíîé êëàññèôèöèðóåòñÿ

ïðàâèëüíî, òàê êàê z íàõîäèòñÿ áëèæå ê ζ2 = 12.95, ÷åì ê ζ1 = 3.45.

Ðèñ. 2.1. Êëàññèôèêàöèÿ áîëüíûõ ïî x1 è x2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè ïðè-
ìåíÿþò ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P = q1P (2|1) + q2P (1|2), (2.2)

ãäå P (2|1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîãî îòíåñåíèÿ èí-
äèâèäà èç W1 ê ïîïóëÿöèè W2, P (1|2) ïî àíàëîãèè (ðèñ. 2.2), qi
� àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îáúåêò ïðèíàäëåæèò ïîïóëÿ-
öèè Wi: q1 = P (W1), q2 = P (W2), q1 + q2 = 1. ×åðåç P (W1|X) è
P (W2|X) îáîçíà÷àþòñÿ àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îáú-
åêò, õàðàêòåðèçóåìûé âåêòîðîì íàáëþäåíèé X, ïðèíàäëåæèò êWi,
à ÷åðåç P (X|Wi) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ âåêòîðà íàáëþ-
äåíèé X, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îáúåêò îòíîñèòñÿ ê ïîïóëÿöèè Wi.

Çàìåíÿÿ P (X|Wi) íà ïëîòíîñòè fi(x), âû÷èñëÿåì àïîñòåðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëå Áàéåñà

P (Wi|X) =
qifi(x)

q1f1(x) + q2f2(x)
.
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Íàáëþäåíèå X îòíîñèòñÿ ê W1, åñëè P (W1|X) > P (W2|X), ÷òî
ðàâíîñèëüíî q1f1(x) ≥ q2f2(x), èíà÷å ê W2. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî [39]
è [35], ìèíèìèçèðóåòñÿ (2.2). Åñëè Wi ∼ N (µi,Σ), à âåêòîð α åñòü
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) è ζi = µTi α, òî êëàññèôèêàöèÿ êW1 îçíà÷àåò
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

xTα ≥ ζ1 + ζ2
2

+ ln
q2

q1
.

Ðèñ. 2.2. Ïëîòíîñòè äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ζ1 > ζ2
1. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Φ(x) ôóíêöèþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à
òàêæå

K = ln
q2

q1
, T =

ζ1 + ζ2
2

+K. (2.3)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ σ = ∆ è ∆2 = ζ1 − ζ2, ïîëó÷èì

P (2|1) = Φ

(
T − ζ1
σ

)
= Φ

(
ζ1+ζ2

2 +K − ζ1
∆

)
=

= Φ

(
ζ2−ζ1

2 +K

∆

)
= Φ

(
−∆2

2 +K

∆

)
= Φ

(
−∆

2
+
K

∆

)
,

P (1|2) = 1− Φ

(
T − ζ2
σ

)
= 1− Φ

(
∆

2
+
K

∆

)
= Φ

(
−∆

2
− K

∆

)
.

1Èíà÷å ìîæíî ïðîñòî ïîìåíÿòü çíàê ó äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè.
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2.1.2. Ðàññëîåíèå ïîïóëÿöèè

Ïóñòü q = P (W1) è 1 − q = P (W2) � àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè.
Ïî íåêîòîðîìó äèõîòîìè÷åñêîìó ïðèçíàêó èìååò ìåñòî ðàññëîåíèå
ïîïóëÿöèè íà S1 = W 1

1 + W 1
2 è S2 = W 2

1 + W 2
2 c âåðîÿòíîñòÿìè

s = P (S1), 1− s = P (S2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x = P (W 1
1 ), òîãäà

P (W 1
2 ) = s− x, P (W 2

1 ) = q − x, P (W 2
2 ) = 1− s− q + x.

Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ðàññëîåíèÿ ïîïóëÿöèè, òî âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîé
êëàññèôèêàöèè ïðè ðàññëîåíèè íå óâåëè÷èòñÿ.

Ââåäåì îòäåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ (2.3) ïî íåðàññëîåííîé (i = 0) è
ðàññëîåííûì (i = 1, 2) âûáîðêàì:

ui =
Ki

∆i
− ∆i

2
, vi = −Ki

∆i
− ∆i

2
,

ãäå K0 = ln

(
1

q
− 1

)
, K1 = ln

( s
x
− 1
)
, K2 = ln

(
1− s
q − x

− 1

)
.

Âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè:

P0 = qΦ (u0) + (1− q)Φ (v0) ,

sP1 = xΦ (u1) + (s− x)Φ (vi) ,

(1− s)P2 = (q − x)Φ (u2) + (1− s− q + x)Φ (v2) .

Ýôôåêòèâíîñòü ðàññëîåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòü

P (x) = P0 − (sP1 + (1− s)P2) =

= x(Φ(u0)− Φ(u1)) + (q − x)(Φ(u0)− Φ(u2)) +

+(s− x)(Φ(v0)− Φ(v1)) + (1− s− q + x)(Φ(v0)− Φ(v2)) .

Åñëè ïðèçíàêè, îïðåäåëÿþùèå ðàñëîåíèå îáùåé ïîïóëÿöèè íà W 1
1 ,

W 1
2 ,W

2
1 ,W

2
2 , íåçàâèñèìû, òî x = qs, ñëåäîâàòåëüíî, K0 = K1 = K2,

u0 = u1 = u2, v0 = v1 = v2, P (sq) = 0. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî x, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî P ′(sq) = 0, P ′′(sq) > 0, ò.å. â òî÷êå x = qs ôóíêöèÿ
P (x) èìååò ìèíèìóì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óëó÷øåíèå êëàññèôèêàöèè
ìîæíî îæèäàòü ïðè áîëüøåé çàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ.
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2.2. Ýðãîäè÷íîñòü

è çàêîí Õàðäè�Âàéíáåðãà

Çàêîí Õàðäè�Âàéíáåðãà èçâåñòåí â áèîëîãèè êàê çàêîí ãåíåòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè [23],[20],[24], ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè ïàíìèê-
ñèè (íåçàâèñèìîå ñêðåùèâàíèå) è äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè ÷àñòîòû ãåíîâ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè îò ïîêîëåíèÿ ê
ïîêîëåíèþ, à ÷àñòîòû ãàìåò ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðûì ñòàöèîíàðíûì
çíà÷åíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ ïîïóëÿöèè.

Èçâåñòíû äâå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè çàêîíà Õàðäè�Âàéíáåðãà:
ìîäåëü ñ ëèíåéíûì óñëîâèåì ïåðåõîäà è êâàäðàòè÷íîé ñòðóêòóðîé
ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé [22] è, íàîáîðîò, ìîäåëü ñ êâàäðàòè÷íûìè
ïåðåõîäíûìè óðàâíåíèÿìè è ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé [23],[20]. Äëÿ ýòèõ äâóõ ìîäåëåé ëþáàÿ ôîðìà îáîáùåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé, ïîñêîëüêó â íèõ â ñâÿçè ñ æåñòêîé ïðèâÿçêîé
ê óñëîâèÿì áèîëîãè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èñêàæåííîé àôôèííîé ãåîìåòðèè.2

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èíäóêòèâíîé (äî-
ïóñêàþùåé ïåðåõîä îò ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ê îáùåìó) ñòîõàñòè÷åñêîé
ìîäåëè ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèé ãåíîòèïîâ íà îñíîâå äèñêðåòíîãî
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé â âèäå êîíå÷íîé
àôôèííîé ãåîìåòðèè.

Ýòîò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñóùåñòâóåò íå ñàì ïî ñåáå, à â ñîâîêóï-
íîñòè ñ öåëûì ñåìåéñòâîì ïîïóòíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, çàäàí-
íûõ íà âíóòðåííèõ àôôèííûõ ãåîìåòðèÿõ ìåíüøåãî ïîðÿäêà. Ïðè
ýòîì âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà íàä êîíå÷íîé àôôèííîé ãåî-
ìåòðèåé íàèáîëüøåãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñêâîçíîé ññûëêîé äëÿ óïî-
ðÿäî÷åííîãî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâ-
íîé ãåîìåòðèè ïàêåòà ÷àñòîò ïîïóòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, îáåñïå÷èâàÿ
èõ ïðÿìî-äâîéñòâåííóþ ñöåïëåííîñòü. Ïåðåõîä ê ýòîìó ïàêåòó ÷àñ-
òîò ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â îáùåì âèäå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå â ãåíåòèêå ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ïîïóëÿöèè. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå àëëåëåé â ëîêóñå ãåíîòèïà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñóììè-
ðîâàíèåì âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé, íåðàçëè÷èìûõ ñ áèîëîãè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ.

2Ïîä
”
èñêàæåííîñòüþ“ ýòîé êîíå÷íîé àôôèííîé ãåîìåòðèè ïîäðàçóìåâàåò-

ñÿ íåðàçëè÷èìîñòü òî÷åê ñ îäèíàêîâûìè ñóììàìè ïàðíûõ êîìïîíåíò.
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2.2.1. Ïîäñòàíîâêè âåêòîðà ðàñïðåäåëåíèÿ

Îáîçíà÷èì òî÷êè àôôèííîé [25] ãåîìåòðèè Erk ïîðÿäêà k è õà-
ðàêòåðèñòèêè r ÷åðåç (x1, . . . , xk), ãäå xj = 0, 1, . . . , r−1. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñíà÷àëà ñëó÷àé r = 2, âûäåëÿÿ çàòåì àíàëèç èçìåíåíèé,
âûçâàííûõ óâåëè÷åíèåì õàðàêòåðèñòèêè, â ñàìîñòîÿòåëüíîå èññëå-
äîâàíèå. Óïîðÿäî÷èì 2k òî÷åê E2

k ñîãëàñíî ïðàâèëó

m = m(x1, . . . , xk) = x1 + 2x2 + 22x3 + . . .+ 2k−1xk . (2.4)

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X = (X1, . . . , Xk)T ñî çíà÷åíèÿ-
ìè (x1, . . . , xk) èç àôôèííîé ãåîìåòðèè E2

k îáîçíà÷èì ÷åðåç âåêòîð
P = (p0, . . . , pn)T , n = 2k − 1, ñ êîìïîíåíòàìè

pm = P{X1 = x1, . . . , Xk = xk}. (2.5)

Ïóñòü òî÷êà m = m(y1, . . . , yk) ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå êîîðäè-
íàòíîãî ñëîæåíèÿ òî÷åê m1 = m1(x1, . . . , xk) è m2 = m2(x̃1, . . . , x̃k)
ïî ìîäóëþ 2, ò.å. yi = xi + x̃i(mod 2) äëÿ i = 1, . . . k. Âû÷èñëåííûé
â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.4) èíäåêñ m = m(y1, . . . , yk) áóäåì ñ÷èòàòü ðàâ-
íûì ñóììå èíäåêñîâ m1 è m2 è îáîçíà÷àòü ÷åðåç

m = m1 ⊕m2. (2.6)

Ïîäñòàíîâêó ðàñïðåäåëåíèÿ, îáóñëîâëåííóþ ïðèáàâëåíèåì ê èíäåê-
ñàì âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà P îäíîãî è òîãî æå èíäåêñà m íàä
ïîëåì Fq, q = 2k, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

P (m) = (p0⊕m, . . . , pn⊕m)T . (2.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ P = (p0, . . . , pn)T ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíîé íóëåâîé ïîäñòàíîâêîé P (0) = (p0⊕0, . . . , pn⊕0)T .

Íàïðèìåð, ïðè k = 2 ïîäñòàíîâêè ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä:

P (0) = (p0⊕0, p1⊕0, p2⊕0, p3⊕0) = (p0, p1, p2, p3),

P (1) = (p0⊕1, p1⊕1, p2⊕1, p3⊕1) = (p1, p0, p3, p2),

P (2) = (p0⊕2, p1⊕2, p2⊕2, p3⊕2) = (p2, p3, p0, p1),

P (3) = (p0⊕3, p1⊕3, p2⊕3, p3⊕3) = (p3, p2, p1, p0).
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2.2.2. Êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ

Ñòðóêòóðà êîíå÷íîé àôôèííîé ãåîìåòðèè ïðåäïîëàãàåò íàëè-
÷èå âíóòðè íåå äâîéñòâåííîé ñòðóêòóðû ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè
(ðàçä. 1.3.4). Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà òî÷êàõ àôôèííîé ãåîìåòðèè
â êà÷åñòâå äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ñòðóêòóðû âûñòóïàåò âåêòîð
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ Q, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñ-
òè ðàñïðåäåëåíèé íà àôôèííûõ ãåîìåòðèÿõ âñåõ áîëåå íèçêèõ ïî-
ðÿäêîâ, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü Ω = {1, 2, . . . , k} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X = (X1, . . . , Xk)T , Θ � ìíîæåñòâî
âñåõ ïîäìíîæåñòâ âèäà τ = {τ1, . . . , τs} ⊆ Ω, s ≤ k. Äëÿ ëþáîé
òî÷êè m = m(x1, . . . , xk) âåêòîð ñ

Q(m) = {qτ (m)}τ∈Θ (2.8)

ñ 2k êîìïîíåíòàìè âèäà

qτ (m) = P{Xτ1 = xτ1 , . . . , Xτs = xτs} (2.9)

áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ñëó÷àå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅ è ïîëíîãî èíäåêñà Ω èìååì ñîîò-
âåòñòâåííî òðèâèàëüíóþ êîìïîíåíòó q∅(m) = 1 è âåðîÿòíîñòü

qΩ(m) = q12...k(m) = pm = P{X1 = x1, . . . , Xk = xk} . (2.10)

Äëÿ íóëåâîé òî÷êè áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Q = Q(0).
Ïðè m = 0 â ñëó÷àå k = 1 èìååì Ω = {1}, Θ = {∅, 1}, âåêòîðà
ðàñïðåäåëåíèÿ è ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä:

P = (P{X1 = 0}, P{X1 = 1})T = (p0, p1)T ,

Q = (q∅, q1)T , ãäå

q∅ = 1 = p0 + p1, q1 = P{X1 = 0} = p0 .

Ïðè k = 2 è m = 0 àíàëîãè÷íî Ω = {1, 2}, Θ = {∅, 1, 2, 12}, âåêòîð
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí

P = (p0, p1, p2, p3)T = (P{X1 = 0, X2 = 0}, P{X1 = 1, X2 = 0},
P{X1 = 0, X2 = 1}, P{X1 = 1, X2 = 1})T ,
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âåêòîð ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä Q = (q∅, q1, q2, q12)T , ãäå

q∅ = 1 = p0 + p1 + p2 + p3,
q1 = P{X1 = 0} = p0 + p2,
q2 = P{X2 = 0} = p0 + p1,
q12 = P{X1 = 0, X2 = 0} = p3 .

(2.11)

Ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì è ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ñóùåñòâóåò âçàèì-
íî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå Q(m) = CP (m). Ïðè k = 1 ìàòðèöà
C = C0 è âåêòîð ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:

C =

[
1 1
1 0

]
, (2.12)

Q = CP ⇐⇒
[
q∅
q1

]
=

[
1 1
1 0

]
·
[
p0

p1

]
=

[
p0 + p1

p0

]
.

Ïðè k = 2 èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîå âíåøíåå óìíîæåíèå ìàòðèö

C = C0 ⊗ C0 =

[
1 1
1 0

]
·
[

1 1
1 0

]
=


1 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0

 .
Íåïîñðåäñòâåííûì óìíîæåíèåì ìàòðèö ïîëó÷àåì CP =

=


1 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0

 ·

p0

p1

p2

p3

 =


p0 + p1 + p1 + p3

p0 + p2

p0 + p1

p0

 = Q,

ãäå Q = (q∅, q1, q2, q12)T ñ êîìïîíåíòàìè èç (2.11).
Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íóæíî èñïîëüçîâàòü k-êðàòíîå

ïðÿìîå âíåøíåå óìíîæåíèå ìàòðèö.

Ëåììà 7. Ïóñòü C =
k⊗
j=1

Cj = C1 ⊗ . . .⊗ Ck � k-êðàòíîå ïðÿìîå

óìíîæåíèå ìàòðèö Cj = C0 èç (2.12), òîãäà Q(m) = CP (m). Îá-

ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä C−1 =
k⊗
j=1

Dj , ãäå

Dj = C−1
0 =

[
0 1
1 −1

]
.
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2.2.3. Èìïóëüñíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü êîìïîíåíò

âåêòîðà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü èìåþòñÿ áàçîâîå ìíîæåñòâî Mk ýëåìåíòîâ a1, . . . , ak è
ðåêóððåíòíûì îáðàçîì ïîñòðîåííàÿ èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà ïîäìíî-
æåñòâ {Θj}kj=0, â êîòîðîé Θ0 = ∅, Θ1 = {∅, a1},

Θj = (Θj−1, aj ?Θj−1), ãäå aj ?Θj−1 = {aj ∪ τ |τ ⊆ Θj−1} .

Óïîðÿäî÷åííîñòü ìíîæåñòâ â Θj áóäåì òàêæå íàçûâàòü èìïóëüñ-
íîé. Áëàãîäàðÿ ýòîé ñòðóêòóðå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì èíäóê-
òèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âåêòîðîâ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð,
ïðè m = 0 è áàçîâûõ ìíîæåñòâàõ {1}, {1, 2}, {1, 2, 3} èìååì ñî-
îòâåòñòâåííî âåêòîðû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ Q, èíäåêñû êîìïîíåíò
êîòîðûõ èìïóëüñíî óïîðÿäî÷åíû.

(q∅, q1),

(q∅, q1, q2, q12),

(q∅, q1, q2, q12, q3, q13, q23, q123) .

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü Mk = {1, 2, . . . , k}. Èç èìïóëüñíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ Q äëÿ íàáîðà åãî èíäåêñîâ

Ik = (i0, . . . , i2k−1) = (∅, 1, 2, (12), 3, (13), . . . , (Mk))

èìååì Ik = (Ik−1, Ik−1 ∪ k). Òîãäà ij ∪ i2k−1−j = Mk.

Äîêàçàòåëüñòâî (ïî èíäóêöèè). Ïðè k = 1 â I1 = (∅, 1) îáú-
åäèíåíèå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòîâ èñ÷åðïûâàåò ìíîæåñòâî
M1 = {1}. Ïðè k = 2 â I2 = (∅, 1, 2, (12)), ìíîæåñòâî M2 = {1, 2}
èñ÷åðïûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî èëè âòîðîãî è
ïðåäïîñëåäíåãî. Ïóñòü 1 < r < k è ∀ j < 2r−1 ñïðàâåäëèâî

ij ∪ i2r−1−j = Mr.

Ïåðåéäåì ê Ir+1 = (Ir, Ir ∪ (r + 1)). Äëÿ j < 2r ïîëó÷àåì

ij ∪ i2r+1−1−j = ij ∪ (i2r−1−j ∪ r + 1) = Mr ∪ r + 1 = Mr+1 . �
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2.2.4. Ïåðåõîäíûå óðàâíåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p0, p1, p2, p3 âåðîÿòíîñòè ãàìåò ó ðîäèòåëåé. Â
òàáë. 2.1 óêàçàíû âàðèàíòû ãàìåò (X1, X2) ó ïîòîìêîâ â çàâèñèìîñ-
òè îò ñî÷åòàíèÿ ãàìåò ðîäèòåëåé. Íóëåì è åäèíèöåé êîäèðóþòñÿ
äâà ðàçíûõ àëëåëÿ. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ, íàïðèìåð, ãàìåòû 00
ó ïîòîìêîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

p∗0 = p2
0 +

1

2
p0p1 +

1

2
p0p2 +

1

4
p0p3 +

1

2
p0p1 +

1

4
p1p2 +

1

2
p0p2 +

+
1

4
p1p2 +

1

4
p0p3 = p2

0 + p0p1 + p0p2 +
1

2
p0p3 +

1

2
p1p2 = p0 −

∆

2
,

ãäå ∆ = p0p3 − p1p2. Âû÷èñëèì âñå âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

p∗0 = p0 −
∆

2
, p∗1 = p1 +

∆

2
, p∗2 = p2 +

∆

2
, p∗3 = p3 −

∆

2
.

(2.13)

Òàáëèöà 2.1.

Ãåíîòèïû ìàòåðè

Ãåíîòèïû îòöà 00 10 01 11

00 00 00,10 00,01 00,01,
10,11

10 00,10 10 00,01, 10,11
10,11

01 00,01 00,01 01 01,11
10,11

11 00,01 10,11 11,01 11
10,11

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò îñòàíåòñÿ òåì æå.

q∗1 = P{X1 = 0}∗ = p∗0 + p∗2 = p0 + p2,

q∗2 = P{X2 = 0}∗ = p∗0 + p∗1 = p0 + p1.

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ñîñòîÿíèÿìè íà E2
k èìååò

ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïåðåõîäíîé ìàòðèöû, çàâèñÿùåé, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, îò âåêòîðà ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå, ÷òî îçíà÷àåò
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êâàäðàòè÷íóþ íåëèíåéíîñòü ìàðêîâñêîé öåïè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ (α1, . . . , αk), êîòîðûå
áûëè íàçâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèëîæåíèåì ýòîé çàäà÷è â ãåíåòèêå
ïàðàìåòðàìè ïðåäïî÷òåíèÿ, ïîñêîëüêó èìåþò ñìûñë âåðîÿòíîñòè
ïîÿâëåíèÿ i-ãî àëëåëÿ, 0 ≤ αi ≤ 1. Ïóñòü

A(xi) =

[
1 ᾱxii α

1−xi
i

ᾱxii α
1−xi
i 0

]
, (2.14)

ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà ïðåäïî÷òåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòå xi
òî÷êè m = m(x1, . . . , xk), ãäå ᾱi = 1 − αi. Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî
âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ îáúåäèíèì ëîêàëüíûå ìàòðèöû â îäíó ìà-
òðèöó ïðåäïî÷òåíèé âèäà

Am = A(x1)⊗A(x2)⊗ . . .⊗A(xk) =
k⊗
j=1

A(xk) . (2.15)

Ïóñòü P (N) = (p
(N)
0 , . . . , p

(N)
n )T � ðàñïðåäåëåíèå íà N -ì øàãå ìàð-

êîâñêîé öåïè, P (m)(N) � åãî ïîäñòàíîâêà âèäà (2.5), n = 2k − 1.
Ïðåäìåòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü, ó êî-
òîðîé âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ m = m(x1, . . . , xk) íà (N + 1)-ì øàãå
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

p(N+1)
m =

(
P (m)(N)

)T
AmP (m)(N) . (2.16)

Âûÿñíèì, êàê âåðîÿòíîñòü p
(N+1)
m âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû

ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ïîìîùè ìàòðèö C0 è C èç ëåììû 7 ââåäåì
ìàòðèöû

Bm =
(
C−1

)T
AmC

−1 =

k⊗
j=1

B(xk), ãäå (2.17)

B(xi) =
(
C−1

0

)T
A(xi)C

−1
0 =

[
0 ᾱxii α

1−xi
i

1− ᾱxii α
1−xi
i 1− 2ᾱxii α

1−xi
i

]
.

Ïðè îòñóòñòâèè ïðåäïî÷òåíèÿ, òî åñòü ïðè αi = 0.5, èìååì

A =

[
1 0.5

0.5 0

]
, B =

[
0 0.5

0.5 0

]
.

Ëåììà 8. Ïóñòü èìåþòñÿ Am èç (2.15) è Bm èç (2.17). Òîãäà

PTAmP = QTBmQ . (2.18)
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2.2.5. Èíäåêñíûé áèíîì

Íà ïðèìåðå ñëó÷àÿ k = 3 ðàññìîòðèì, êàê ìîãóò áûòü ïðå-
îáðàçîâàíû êîìïîíåíòû âåêòîðà ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïåðâîì øàãå
ìàðêîâñêîé öåïè (2.16) è (2.18).

p∗0 = QTBQ =
q∅q12 + q1q2 + q2q1 + q12q∅

4
=
q12 + q1q2

2
,

q∅q123 + q1q23 + q2q13 + q12q3 + q3q12 + q13q2 + q23q1 + q123q∅
8

=

=
q∅q123 + q1q23 + q2q13 + q3q12

4
.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü qτ (m) � êîìïîíåíòû (2.9) âåêòîðà ïå-
ðåðàñïðåäåëåíèÿ (2.8), τ ⊆ M = {1, 2, . . . , k}, τ åãî äîïîëíåíèå.
Èíäåêñíûì áèíîìîì áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå âèäà

B(m) =
1

2k

∑
τ⊆M

qτ (m)qτ (m) . (2.19)

Ïðè íåîáõîäèìîñòè óêàçàíèÿN−ãî øàãà ìàðêîâñêîé öåïè áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå B(m)(N). Òàê êàê ïðè αi = 0.5 ìàòðèöû
Am èç (2.15) îäèíàêîâû äëÿ ëþáîãî èíäåêñà ñîñòîÿíèÿ m èç (2.4),
ò.å. Am = A, à ìàòðèöà Bm èç (2.17) èìååò íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè
êîíñòàíòû 2−k, îñòàëüíûå åå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, èç (2.10), (2.16),
(2.18) è ñòðóêòóðû ìàòðèöû Bm ïîëó÷àåì

qM (m)(N+1) = p(N+1)
m =

(
P (N)
m

)T
AP (N)

m =

=
(
Q(m)(N)

)T
BmQ(m)(N) = B(m)(N) .

×åðåç B̃(m) îáîçíà÷èì óñå÷åííûé èíäåêñíûé áèíîì, íå ñîäåð-
æàùèé â êà÷åñòâå τ âñå ìíîæåñòâî M è íå èìåþùèé îäèíàêîâûõ
ñëàãàåìûõ,

B̃(m) =
1

2k−1

∑
τ⊆M,{1}∈τ,τ 6=M

qτ (m)qτ (m) .

Äëÿ B = B(m), B̃ = B̃(m), qτ = qτ (m) è qτ = qτ (m) èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

B =
1

2k

∑
τ⊆M

qτqτ =
1

2k−1

∑
τ⊆M,{1}∈τ

qτqτ =
qM

2k−1
+ B̃ . (2.20)
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2.2.6. Èíâàðèàíòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

êîìïîíåíò âåêòîðà

Ïóñòü Ki = Ki(xi) � ýòî ìíîæåñòâî èç 2k−1 èíäåêñîâ m = x1 +
2x2+. . .+2k−1xk, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ (X1, . . . , Xk)
àôôèííîé ãåîìåòðèè E2

k ïðè êîìïîíåíòå Xi = xi ∈ {0, 1}. Äëÿ
êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé ïóñòü xi = 0 è Ki = Ki(0). Î÷åâèäíî,

P{Xi = 0} =
∑
m∈Ki

pm . (2.21)

Ëåììà 9. Äëÿ ëþáîãî τ ⊆ {1, 2, . . . , k} âåðíî∑
m∈Ki

qτ (m)qτ̄ (m) = qi = P{Xi = 0} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì i = 1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç P (1, . . . , t) = P{X1 = 0, . . . , Xt = xt} è P (t + 1, . . . , k) =
P{Xt+1 = xt+1, . . . , Xk = xk}.∑

m∈K1

qτ (m)qτ̄ (m) =
∑
m∈K1

P (1, . . . , t)P (t+ 1, . . . , k) =

=

1∑
x2=0

. . .

1∑
xk=0

P (1, . . . , t)P (t+ 1, . . . , k) = P{X1 = 0} . �

Òåîðåìà 15. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî q
(n+1)
i (m) = q

(n)
i (m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Mk = {1, 2, . . . , k}. Èç (2.21) ïîëó÷àåì

q
(n+1)
i (m) = P{X(n+1)

i = xi} =

=
∑
m∈Ki

p(n+1)
m =

∑
m∈Ki

P (n)(m)TAkP
(n)(m) =

=
∑
m∈Ki

1

2k

∑
τ⊆Mk

qτ (m)(n)qτ̄ (m)(n) =

=
1

2k

∑
τ⊆Mk

∑
m∈Ki

qτ (m)(n)qτ̄ (m)(n) = qi(m)(n) . �
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2.2.7. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ïðè îòñóòñòâèè ïðåäïî÷òåíèÿ

Òåîðåìà 16. Ïðè âñåõ ïàðàìåòðàõ ïðåäïî÷òåíèÿ αi = 0.5 ñòàöèî-
íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîé öåïè ñ ïåðåõîäíûìè óðàâíåíèÿìè
(2.16) èìååò âèä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X ñ íåçàâèñè-
ìûìè êîìïîíåíòàìè.

lim
N→∞

p(N)
m = lim

N→∞
q

(N)
12...k(m) = q1(m)q2(m) . . . qk(m), (2.22)

ãäå qj(m) = P{Xj = xj}, j = 1, . . . , k, , m = 0, 1, . . . , 2k − 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qτ = qτ (m), qτ = qτ (m) è âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé. Ïðè k = 2 èç (2.20) è (2.20) ñ ó÷åòîì òåîð. 15
ïîëó÷àåì

q
(N)
12 =

1

2

(
q

(N−1)
12 + q1q2

)
. (2.23)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëàì ïî N â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.23),

ïîëó÷àåì lim
N→∞

q
(N)
12 = q1q2. Äàëåå ïî èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî

k < n ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

lim
N→∞

q12...k(m)(N) = q1(m)q2(m) . . . qk(m) . (2.24)

Ïîêàæåì, ÷òî lim
N→∞

q12...n(m)(N) = q1(m)q2(m) . . . qn(m). Ñîãëàñíî

(2.19) è (2.20), ïðè k = n è M = (12 . . . n) èìååì

q
(N)
M =

q
(N−1)
M

2n−1
+

1

2n−1

∑
τ⊆M,{1}∈τ,τ 6=M

q(N−1)
τ q

(N−1)
τ . (2.25)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L = lim
N→∞

q
(N)
M è ïåðåéäåì ê ïðåäåëàì ïî N â

îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (2.25).

L =
L

2n−1
+

1

2n−1
(2n−1 − 1)q1q2 . . . qn ,

òàê êàê lim
N→∞

q
(N−1)
τ q

(N−1)
τ = q1q2 . . . qn ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïî-

ëîæåíèþ, à êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ñóììå ïî τ ðàâíî 2n−1 − 1.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî L = q1q2 . . . qn, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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2.2.8. Ðàñïðåäåëåíèå ïðè ÷àñòè÷íîé

íåçàâèñèìîñòè

Òåîðåìà 17. Ïóñòü âåêòîð X = (X1, . . . , Xk, Xk+1, . . . , X2k)T ñî-
ñòîèò èç êîìïîíåíò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

X ′ = (X1, . . . , Xk)T è X ′′ = (Xk+1, . . . , X2k)T ,

÷åðåç P = P (N), PX′ = P
(N)
X′ è PX′′ = P

(N)
X′′ îáîçíà÷åíû ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåêòîðîâ X, X ′ è X ′′ íà N -ì øàãå, ÷åðåç pm, p
′
m1
, p′′m2

ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé âåêòîðîâ X, X ′ è X ′′,
ãäå m1 = x1 + 2x2 + . . .+ 2k−1xk, m2 = xk+1 + 2xk+2 + . . .+ 2k−1x2k

è m = m1 + 2km2. Òîãäà 1) P = PX′ ⊗ PX′′ ; 2) pm = p′m1
p′′m2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå, êîòîðûé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàñïðî-
ñòðàíåí íà áîëüøèå ðàçìåðíîñòè. Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ X1 è X2 èìåþò âèä

P (X1) = (q1, p1), P (X2) = (q2, p2),

òî äëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâî

P (X1, X2) = (q1q2, p1q2, q1p2, p1p2) = (q1, p1)⊗ (q2, p2) .

2) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.16) è ïîëó÷èì

p′m1
= PTX′Am1

PX′ , p′′m1
= PTX′′Am2

PX′′ .

Ñîãëàñíî (2.15), ìàòðèöà Am èìååò âèä Am = Am1
⊗Am2

. Îòñþäà

pm = PTXAmPX = (PX′ ⊗ PX′′)T (Am1
⊗Am2

)(PX′ ⊗ PX′′) =

= (PTX′Am1
PX′) · (PTX′′Am2

PX′′) = p′m1
p′′m2

,

òàê êàê ïî îäíîìó èç ñâîéñòâ âíåøíåãî óìíîæåíèÿ äëÿ ëþáûõ
ìàòðèö (A ⊗ B)(C ⊗ D) = AC ⊗ BD, à äëÿ ìàòðèö åäèíè÷íîãî
ïîðÿäêà âíåøíåå óìíîæåíèå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì. �
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2.2.9. Îáîáùåííàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü

çàêîíà Õàðäè�Âàéíáåðãà

Â îñíîâå äàííîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè ýâîëþöèè ðàñïðåäåëå-
íèé ãåíîòèïîâ ëåæèò, âî-ïåðâûõ, ïðåäñòàâëåíèå î êîíå÷íî-ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ñòðóêòóðå ãåíîòèïîâ, âî-âòîðûõ, íåîáÿçàòåëüíûì ÿâëÿ-
åòñÿ òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ãåíîâ â ãàìåòàõ, â
òðåòüèõ, ââîäèòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå íàðóøåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ïîïóëÿöèè. Ãåíîòèï, ñîñòîÿùèé èç k ëîêóñîâ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå âåêòîðà

(X1, Y1, X2, Y2, . . . , Xk, Yk)T (2.26)

ðàçìåðíîñòè 2k, ãäå êîìïîíåíòûXi è Yj ëîêóñà (Xi, Yi) íåçàâèñèìû.
ÏÐÈÌÅÐ. Ïðîèëëþñòðèðóåì íåçàâèñèìîñòü àëëåëåé â ëîêóñå íà ïðèìåðå

ðàñïðåäåëåíèè ãåíîòèïîâ AA, AG, GG (n0 = 83, n1 = 139 è n2 = 59 èíäèâèäîâ

ñîîòâåòñòâåííî) ãåíà ôåðìåíòà êàòàáîëèçìà ìîíîàìèíîâ êàòåõîë-îðòî-ìåòèë-

òðàíñôåðàçû COMT . Îöåíêà âåðîÿòíîñòè óñïåõà (àëëåëü G) ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ èñïûòà-

íèé èìååò âèä p̂ =
n0+n1/2
n0+n1+n2

= 0.5427, q̂ = 1 − p̂ = 0.4572, çíà÷èìîñòü ñòà-

òèñòèêè ñîãëàñèÿ χ2 ðàâíà P = 0.95. Îöåíêè àáñîëþòíûõ ÷àñòîò ãåíîòèïîâ

ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ íàáëþäàåìûìè ÷àñòîòàìè è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

82.76, 139.48, 58.76.

Êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ïðèíèìàåò r çíà÷åíèé (r àëëåëåé). Ýòî
ñòðóêòóðà êîíå÷íîé àôôèííîé ãåîìåòðèè Er2k. Ñëó÷àé õàðàêòåðèñ-
òèêè r = 2 îïèñàí íàìè ïîäðîáíî.

Ïðè r > 2 íåêîòîðûì èçìåíåíèÿì ïîäâåðãàåòñÿ ïåðåõîäíàÿ ìàò-
ðèöà, íî ñòðóêòóðà âåêòîðà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ îñòàåòñÿ òîé æå.
Êîìïîíåíòàì (X1, X2, . . . , Xk)T è îòäåëüíî (Y1, Y2, . . . , Yk)T èç âåê-
òîðà (2.26) ñîîòâåòñòâóþò â ãåíåòèêå ïîíÿòèÿ ãàìåò. Èç òåîðåìû 17
çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âèäà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äèíàìèêó ðàñïðåäåëåíèé ãàìåò. Ýâîëþ-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèé ãåíîòèïîâ ïðè ïàíìèêñèè îïèñûâàåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè íåëèíåéíîé ìàðêîâñêîé öåïè íàä êîíå÷íîé àôôèííîé ãåî-
ìåòðèåé ñ óðàâíåíèÿìè ïåðåõîäà âèäà (2.16).

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ïåðåõîäíûõ óðàâíåíèé (2.16)
íà ïðèìåðå òðåõ (r = 3) àëëåëåé è äâóõ (k = 2) ãàìåò. Ãàìåòû èìåþò
ñòðóêòóðó (X1, X2)T ñî çíà÷åíèÿìè êîìïîíåíò 0,1,2 è êîäèðóþòñÿ
ýëåìåíòàìè ïîëÿ F9 â âèäå m = m(x1, x2) = 3x2 + x1 ∈ {0, 1, . . . , 8}.
Âàðèàíòû ãàìåò ñ òðåìÿ àëëåëÿìè ó ïîòîìêîâ â çàâèñèìîñòè îò
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Òàáëèöà 2.2.

x1
x2

0
0

1
0

2
0

0
1

1
1

2
1

0
2

1
2

2
2

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0,1 0,2 0,3 0,3 0,3 0,6 0,6 0,6
1,4 2,5 1,7 2,8

1 0,1 1 1,2 1,4 1,4 1,4 1,7 1,7 1,7
0,3 2,5 0,6 2,8

2 0,2 1,2 2 2,5 2,5 2,5 2,8 2,8 2,8
0,3 1,4 0,6 1,7

3 0,3 0,3 0,3 3 3,4 3,5 3,6 3,6 3,6
1,4 2,5 4,7 5,8

4 1,4 1,4 1,4 3,4 4 4,5 4,7 4,7 4,7
0,3 2,5 3,6 5,8

5 2,5 2,5 2,5 3,5 4,5 5 5,8 5,8 5,8
0,3 1,4 3,6 4,7

6 0,6 0,6 0,6 3,6 3,6 3,6 6 6,7 6,8
1,7 2,8 4,7 5,8

7 1,7 1,7 1,7 4,7 4,7 4,7 6,7 7 7,8
0,6 2,8 3,6 5,8

8 2,8 2,8 2,8 5,8 5,8 5,8 6,8 7,8 8
0,6 1,7 3,6 4,7

ãàìåò ðîäèòåëåé ïðè ïàíìèêñèè ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2.2. Íàïðè-
ìåð, ïðè ñêðåùèâàíèè íîñèòåëåé ãàìåò 0 è 4 âîçìîæíî ïîÿâëåíèå
îäíîãî èç ÷åòûðåõ âèäîâ ãàìåò: 0, 1, 3 è 4.

Ïðè îòñóòñòâèè ïðåäïî÷òåíèÿ â íîâîì ïîêîëåíèè êîìïîíåíòà p∗0
âåêòîðà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èìååò âèä

p∗0 = p20 + p0p1 + p0p2 + p0p3 + p0p6 +

+
1

2

(
p0p4 + p0p5 + p0p7 + p0p8 + p1p3 + p2p3 + p1p6 + p2p6

)
=

=
1

2

(
p0 + (p0 + p1 + p2)(p0 + p3 + p6)

)
,
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äëÿ îñòàëüíûõ, ñêëàäûâàÿ â èíäåêñû íàä F9, ïîëó÷àåì

p∗m =
1

2

(
pm + (pm + pm⊕1 + pm⊕2)(pm + pm⊕3 + pm⊕6)

)
=

=
1

2

(
P{X1 = x1, X2 = x2}+ P{X2 = x2}P{X1 = x1}

)
.

Èòàê, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà àëëåëåé r ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà ïðåäïî-
÷òåíèé îòëè÷àåòñÿ îò (2.14) (r − 1)-êðàòíûì ïîâòîðåíèåì âòîðîé
ñòðîêè è âòîðîãî ñòîëáöà

A(xi) =

 1 ᾱxii α
1−xi
i . . . ᾱxii α

1−xi
i

ᾱxii α
1−xi
i 0 . . . 0

. . .

ᾱxii α
1−xi
i 0 . . . 0

 .
Îáùàÿ ìàòðèöà ïðåäïî÷òåíèé òàêæå êàê â (2.15) ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì
ïðîèçâåäåíèåì ëîêàëüíûõ ìàòðèö.

Âåêòîð ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ Q(m) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ñëó-
÷àå õàðàêòåðèñòèêè r = 2 â (2.8). Ìàòðèöà C ïðåîáðàçîâàíèÿ âåê-
òîðà ðàñïðåäåëåíèÿ â âåêòîð ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ Q(m) = CP (m)
(ëåììà 7) òàêæå ÿâëÿåòñÿ k-êðàòíûì âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì ìàò-
ðèö C0, â êîòîðûõ ïðè óâåëè÷åíèè õàðàêòåðèñòèêè óâåëè÷èâàåòñÿ
êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ, à èìåííî (r−1) ðàç ïîâòîðÿåòñÿ âòîðîé ñòîë-
áåö. Â ñëó÷àå r = 3 ïðè αi = 0.5 äëÿ ëþáîãî m = 3x2 +x1 ïîëó÷àåì

Am =

[
1 0.5 0.5

0.5 0 0
0.5 0 0

]
⊗

[
1 0.5 0.5

0.5 0 0
0.5 0 0

]
, C0 =

[
1 1 1
1 0 0

]
.

Ïåðåõîäíûå óðàâíåíèÿ (2.18) îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðè r > 2 ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 16 è 17. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè ÷èñëà àëëåëåé â àôôèííîé ãåîìåòðèè, îïèñûâàþùåé
ðàñïðåäåëåíèå ãåíîòèïîâ è ãàìåò, õàðàêòåðèñòèêà óâåëè÷èâàåòñÿ, à
â ïðîåêòèâíîé, îïèñûâàþùåé âåêòîð ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, õàðàêòå-
ðèñòèêà äâà ñîõðàíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷àñòîòó ãåíîòè-
ïà â ëþáîì ïîêîëåíèè ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå àëëåëåé ïðè ïðîèç-
âîëüíîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè è èññëåäîâàòü íàðóøåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ ïðè ïàíìèêñèè ÷åðåç ïàðàìåòðû ïðåäïî÷òåíèÿ.
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2.3. Ýðãîäè÷åñêèé ìåòîä êîìïåíñàöèè

ïðîïóñêîâ

Ïîâòîðíûå âûáîðêè â áèîìåòðèè îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì
ëîíãèòþäíûì äàííûì. Ýòî ìîãóò áûòü ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé â
òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè, êðàòêîñðî÷íûå íàáëþäåíèÿ çà ýô-
ôåêòîì ëå÷åíèÿ èëè äåéñòâèÿ ôàðìàêîëîãè÷åñêîãî ïðåïàðàòà.

Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà òàêîãî ðîäà äàííûõ èñïîëüçóþòñÿ
ïëàíû ñ ðàñùåïëåííûìè áëîêàìè [29], â êîòîðûõ ïðîâåðêà ãèïîòåç
îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè ïðîïóñêîâ. Íî íà ïðàêòèêå
íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äàííûå îò êàæäîãî èíäèâèäà âî âñåõ
âðåìåííûõ òî÷êàõ, ïîñêîëüêó èíäèâèäû èìåþò ñêëîííîñòü ïî ðàç-
íûì ïðè÷èíàì âûáûâàòü èç ýêñïåðèìåíòà.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî áèîñòàòèñòèêå ïîñâÿùåíî ïðîáëå-
ìå èñêóññòâåííîé çàìåíû ïðîïóùåííûõ íàáëþäåíèé, âëåêóùåé çà
ñîáîé, â îñíîâíîì, íåîáîñíîâàííîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâî-
áîäû. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì [41] ïðèçíàåòñÿ LOCF ìåòîä (The
Last Observation Carried Forward method) çàìåíû ïðîïóñêîâ ïîñëåä-
íèì èìåþùèìñÿ íàáëþäåíèåì. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè òðåíäà ïàðà-
ìåòðû îöåíèâàþòñÿ ñ áîëüøèì ñìåùåíèåì.

Â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü èäåò îá îáîáùåíèè ìåòîäà Repeated Mea-
sures ANOVA, îñíîâàííîãî íà âûäåëåíèè íå çàâèñÿùèõ îò ôàêòîðà
âðåìåíè (ðàñùåïëåííûõ áëîêîâ) êîìïîíåíò íàáëþäåíèé. Â ñëó÷àå
ïîëíûõ äàííûõ â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ èíäèâèäó-
àëüíûå ñðåäíèå. Åñëè äàííûå íåïîëíûå, òî ïðè íàëè÷èè òðåíäà íà
èíäèâèäóàëüíîå ñðåäíåå îêàçûâàåò âëèÿíèå òî, â êàêèå ìîìåíòû
âðåìåíè ó èíäèâèäà èìåëèñü íàáëþäåíèÿ. ×òîáû èñêëþ÷èòü ýòî
âëèÿíèå, â èíäèâèäóàëüíûå ñðåäíèå ââîäèòñÿ ïîïðàâêà íà ñìåùå-
íèå â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå
îïðåäåëÿåìîãî äàëåå ïåðåêðåñòíîãî óñðåäíåíèÿ ðàçíîñòåé ìåæäó
íàáëþäåíèÿìè è èíäèâèäóàëüíûìè ñðåäíèìè. Íåîáõîäèìûì óñëî-
âèåì äîñòèæåíèÿ íåñìåùåííîñòè ïðè óëó÷øåíèè ýðãîäè÷íîñòè3 ÿâ-
ëÿåòñÿ íàëè÷èå ïîëíûõ äàííûõ õîòÿ áû â îäíîé âðåìåííîé òî÷êå,
íàïðèìåð, â ïåðâîé èëè ïîñëåäíåé, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ âïîëíå äîïóñòèìî.

3Ïîä óëó÷øåíèåì ýðãîäè÷íîñòè â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ óìåíüøåíèå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îæèäàåìûìè çíà÷åíèÿìè ñðåäíåãî ïî âðåìåíè è ñðåäíåãî
ïî ïîâòîðíîñòÿì. Â ñëó÷àå ïîëíûõ äàííûõ ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî íóëþ.
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2.3.1. Ïëàíû ñ ðàñùåïëåííûìè áëîêàìè

â óñëîâèÿõ íåïîëíûõ äàííûõ

Â ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå êëèíè÷åñêèõ äàííûõ íåîáõîäèìîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ïëàíîâ ñ ðàñùåïëåííûìè áëîêàìè äèêòóåòñÿ óñëî-
âèÿìè ïðîâîäèìîãî ýêñïåðèìåíòà.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïðè èññëåäîâàíèè ýôôåêòèâíîñòè ôàðìàêîëîãè÷åñêîé ïîìî-

ùè â âûïîëíåíèè ïðîãðàììû îòêàçà îò óïîòðåáëåíèÿ íàðêîòèêîâ ó÷àñòâóþùèì

â ïðîãðàììå èíäèâèäàì ñëó÷àéíûì îáðàçîì íàçíà÷àëèñü ñëåäóþùèå ïðåïàðà-

òû: áëîêàòîð îïèàòíûõ ðåöåïòîðîâ íàëòðåêñîí, àíòèäåïðåññàíò ôðàìàêñ èëè

ïëàöåáî â ðàçíûõ êîìáèíàöèÿõ. Êàæäûå äâå íåäåëè áîëüíûå äîëæíû áûëè ÿâ-

ëÿòüñÿ äëÿ êîíòðîëÿ çà èõ ñîñòîÿíèåì íà ñåàíñ ïñèõîòåðàïèè. Îäíàêî ãðàôèêè

èõ ïîñåùåíèÿ îêàçàëèñü ÷ðåçâû÷àéíî ðàçíîîáðàçíûìè � êòî-òî ñðàçó ïåðåñòàë

ïîÿâëÿòüñÿ, êòî-òî ïðîäåðæàëñÿ ìåñÿö èëè äâà, ó êîãî-òî îêàçàëñÿ äëèòåëüíûé

ïåðåðûâ. Íåîáõîäèìî áûëî èññëåäîâàòü òî, êàêèì îáðàçîì ïðåïàðàòû âëèÿ-

þò íà äèíàìèêó ôèçèîëîãè÷åñêèõ è ïñèõîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (äåïðåñ-

ñèÿ, òðåâîæíîñòü, èíäåêñ ãëîáàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è òàê äàëåå). Ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà ñ ðàñùåïëåííûìè

áëîêàìè â ñòàòèñòè÷åñêóþ îáðàáîòêó ïîïàäàþò äàííûå òîëüêî òåõ èíäèâèäîâ,

ó êîòîðûõ åñòü íàáëþäåíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ. Ïðè ýòîì âûáîðêà íå òîëüêî ñîêðà-

ùàåòñÿ, íî è ïåðåñòàåò áûòü ïðåçåíòàáåëüíîé, ïîñêîëüêó ìåíåå áëàãîïîëó÷íûå

áîëüíûå ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îòêàçîâ â íåé íå îêàçûâàþòñÿ.

Îäíîôàêòîðíàÿ ìîäåëü äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà äëÿ çàâèñèìûõ
äàííûõ ñ ôèêñèðîâàííûìè ýôôåêòàìè

”
ïðåïàðàòà“ A è

”
âðåìåíè“

B èìååò âèä

xijt = µ+ αi + e1
ij + βt + γit + eijt . (2.27)

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: xijt � íàáëþäåíèå
â i-é ãðóïïå (i = 1, . . . , I) â t-é ìîìåíò âðåìåíè (t = 1, . . . , T )
èíäèâèäà j = 1, . . . , νi, ãäå νi � ÷èñëî èíäèâèäîâ i-é ãðóïïû â ñàìûé
ïðåäñòàâèòåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, n =

∑I
i=1 νi; µ � ãåíåðàëüíîå

ñðåäíåå; αi, βt è γit � ôèêñèðîâàííûå ýôôåêòû ôàêòîðîâ A, B è
èõ âçàèìîäåéñòâèÿ; e1

ij � îøèáêà íàáëþäåíèé, âûçâàííàÿ ðàçíîîá-

ðàçèåì èíäèâèäîâ; eijt � îáùàÿ îøèáêà íàáëþäåíèé. Îøèáêè e1
ij è

eijt ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñ
Ee1

ijt = Eeijt = 0 è ñ äèñïåðñèÿìè σ2
1 è σ2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòümit � ýòî êîëè÷åñòâî èíäèâèäîâ â i-é ãðóïïå è â t-é òî÷êå.
Ó êàæäîãî j-ãî èíäèâèäà èç i-é ãðóïïû èìååòñÿ ìíîæåñòâî Nij
íàáëþäåíèé, card (Nij) = nij ≤ T . Â t-é òî÷êå è â i-é ãðóïïå èìååòñÿ
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ìíîæåñòâî Mit íàáëþäåíèé, card (Mit) = mit. ×èñëî íàáëþäåíèé â
t-é è âî âñåõ òî÷êàõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

m·t =

I∑
i=1

mit, m·· =

I∑
i=1

T∑
t=1

mit .

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ñðåäíèõ: îáùåãî

x··· =
1

m··

I∑
i=1

T∑
t=1

∑
j∈Mit

xijt =
1

m··

I∑
i=1

νi∑
j=1

nijxij·, (2.28)

èíäèâèäóàëüíîãî è âíóòðèãðóïïîâîãî

xij· =
1

nij

∑
t∈Nij

xijt, xi·· =
1

mi·

νi∑
j=1

nijxij·, (2.29)

â ìîìåíò t è äëÿ i-é ãðóïïû â ìîìåíò t ñîîòâåòñòâåííî

x··t =
1

m·t

T∑
t=1

mitxi·t, è xi·t =
1

mit

∑
j∈Mit

xijt . (2.30)

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (2.27) íàáëþäåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êîìïîíåíò xijt = zij + yijt ñ Ezij = µ+ αi,
Eyijt = βt + γit. Ïàðàìåòðû îöåíèâàþòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåì íîðìàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå ýôôåêòû
îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

I∑
i=1

uiαi = 0,

T∑
t=1

vtβt = 0, ãäå

I∑
i=1

ui = 1,

T∑
t=1

vt = 1,

I∑
i=1

witγit = 0,

T∑
t=1

witγit = 0, t = 1, . . . , T, i = 1, . . . , I, (2.31)

ãäå

T∑
t=1

I∑
i=1

wit = 1, ui =
mi·

m··
, vt =

m·t
m··

, wit =
mit

m··
.

Â óñëîâèÿõ ïîëíûõ äàííûõ â êà÷åñòâå zij = xij· áåðóòñÿ èí-
äèâèäóàëüíûå ñðåäíèå. Ïðè íàëè÷èè ïðîïóñêîâ â èíäèâèäóàëüíûå
ñðåäíèå íóæíî ââîäèòü òàêîå ñìåùåíèå Hij , ÷òîáû E(xijt − zij) =
βt + γit, ãäå zij = xij· −Hij .
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2.3.2. Ïðîáëåìà óñòðàíåíèÿ

èíäèâèäóàëüíîãî âëèÿíèÿ

Îïðåäåëåíèå 12. Äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , νi èç ãðóïïû i = 1, . . . , I,
ãäå ÷åðåç νi îáîçíà÷åíî ÷èñëî èíäèâèäîâ â i-é ãðóïïå, çàäàäèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Aij(k)}∞k=1 ïåðåêðåñòíûõ óñðåäíåíèé, ãäå

Aij(1) =
1

nij

∑
τ∈Nij

1

miτ

∑
l∈Miτ

(xilτ − xil·) ,

Aij(k + 1) =
1

nij

∑
τ∈Nij

1

miτ

∑
l∈Miτ

Ail(k) . (2.32)

Íàçîâåì èíäèâèäóàëüíûì ñìåùåíèåì ðÿä, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåí-
òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåêðåñòíûõ óñðåäíåíèé, âèäà

Hij =

∞∑
k=1

Aij(k) (2.33)

è èñïîëüçóåì åãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê. Òàêèì îá-
ðàçîì, íå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè êîìïîíåíòà ïðèîáðåòàåò âèä

zij = xij· −
∞∑
k=1

Aij(k) . (2.34)

Äëÿ ïðîâåðêè Ezij = µ+ αi èñïîëüçóåì ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåêðåñòíûõ óñðåäíåíèé.

2.3.3. Ýðãîäè÷íîñòü ïåðåêðåñòíîãî

óñðåäíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 13. Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ïîëíîòû íàáëþäåíèé
J = J(n, T ) èìååò âèä J = [JT1 , . . . , J

T
I ]T , ãäå Ji � ëîêàëüíàÿ ìàòðè-

öà èíöèäåíòíîñòè ðàçìåðíîñòè νi× T, i = 1, . . . , I, ñ îòíîñÿùèìèñÿ
ê i-é ãðóïïå ýëåìåíòàìè

Ji(j, t) =

{
1, åñëè xijt − ïîëíîå íàáëþäåíèå,
0, åñëè xijt − ïðîïóñê.
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Ñîáåðåì Aij(k) èç (2.32) â âåêòîðå Ai(k) = (Ai1(k), . . . , Aiνi(k))T

è ïóñòü

A(k) = (A1(k)T , . . . , AI(k)T )T . (2.35)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λνi , i = 1, . . . , I, äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïîðÿä-
êà νi ñ ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè

1
nij

, ãäå nij � êîëè÷åñòâî ïîëíûõ

íàáëþäåíèé ó j-ãî èíäèâèäà, j = 1, . . . , νi, èç i-é ãðóïïû. ×åðåç
ΛiT îáîçíà÷èì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà T ñ ýëåìåíòàìè íà
äèàãîíàëè 1

mit
, ãäå mit � êîëè÷åñòâî ïîëíûõ íàáëþäåíèé â i-é

ãðóïïå è t-é ìîìåíò âðåìåíè. Äàëåå ïîñòðîèì ñòîõàñòè÷åñêèå ìà-
òðèöû âèäà

P (i) = ΛνiJiΛiTJ
T
i

è åäèíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó

P =


P (1) 0 . . . 0
0 P (2) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . P (I)

 .
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå (2.32) ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â ìàòðè÷íîì âèäå

Ai(k + 1) = P (i)Ai(k) = P (i)kAi(1);

A(k + 1) = PA(k) = P kA(1) . (2.36)

Ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè ïîëíûõ íàáëþäåíèé õîòÿ áû â îäèí
èç ìîìåíòîâ âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû P (i) ïîëîæèòåëüíû. Ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà Pi = lim

k−→∞
P (i)k â

ýòîì ñëó÷àå èìååò îäèíàêîâûå ñòðîêè πi = (πi1, . . . , πiνi)
T , ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ëåâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó, òàêîìó ÷òî πTi Pi = πTi . Íå-
ïîñðåäñòâåííûì óìíîæåíèåì âåêòîðà πi íà P (i) ìîæíî óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî

πij =
nij
mi·

. (2.37)

Îáùèé ñòîõàñòè÷åñêèé ñòàöèîíàðíûé âåêòîð èìååò âèä

π =

(
m1·π1

m··
, . . . ,

mI·πI
m··

)T
.
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2.3.4. Îøèáêè äëÿ êîìïîíåíò

íàáëþäåíèé zij è yijt

Íåïîëíîòà äàííûõ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò êî-
ëè÷åñòâà íàáëþäåíèé ó èíäèâèäîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðàçíûå
âíóòðèãðóïïîâûå ñðåäíèå îøèáîê

ei··(j) =
1

nij

∑
t∈Nij

ei·t,

ãäå ei·t = 1
mit

∑
l∈Mit

eilt. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

δij = eij· − ei··(j) (2.38)

ðàçíîñòü ìåæäó ñðåäíåé èíäèâèäóàëüíîé îøèáêîé

eij· =
1

nij

∑
t∈Nij

eijt

è ñîîòâåòñòâóþùåé âíóòðèãðóïïîâîé ñðåäíåé îøèáêîé.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü yijt = xijt − xij· + Hij, zij = xij· − Hij, ãäå
ñìåùåíèå Hij îïðåäåëåíî â (2.33), êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Q(i) ïî-
ðÿäêà νi èìååò âèä

Q(i) = lim
N→∞

N∑
k=0

P k(i), (2.39)

ìîäèôèöèðîâàííûå îøèáêè èìåþò âèä:

Eijt = eijt − ei·· −
νi∑
j0=1

Qjj0(i)δij0 ,

E1
ij = e1

ij + ei·· +

νi∑
j0=1

Qjj0(i)δij0 . (2.40)

Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî èìåþòñÿ ïîëíûå äàííûå õîòÿ
áû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè, ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ

zij = µ+ αi + E1
ij è yijt = βt + γit + Eijt . (2.41)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè
õîòÿ áû îäíîãî ñòîëáöà èç åäèíèö â ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè J íåîá-
õîäèìî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç

β·(i, j) =
1

nij

∑
t∈Nij

βt, è γi·(j) =
1

nij

∑
t∈Nij

γit.

Èç ìîäåëè (2.27) ïîëó÷àåì, ÷òî

xijt − xij· = βt + γit + eijt − (β·(i, j) + γi·(j) + eij·), (2.42)

îòêóäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàçáèòü Aij(k) è yijt íà òðè ñëà-

ãàåìûå Aij(k) = Aβij(k) + Aγij(k) + Aeij(k) è yijt = yβijt + yγijt + yeijt,
îòíîñÿùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê êîìïîíåíòàì βt, γit è eijt. Ðàññìîò-
ðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå:

Aβij(1) =
1

nij

∑
t0∈Nij

1

mit0

∑
j0∈Mit0

(βt0 − β·(i, j0)) =

=
1

nij

∑
t0∈Nij

βt0 −
1

nij

∑
t0∈Nij

1

mit0

∑
j0∈Mit0

1

nij0

∑
t1∈Nij0

βt1 .

Ïóñòü N = (N (1), . . . ,N (i)) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n íà T , ñîñòî-
ÿùàÿ èç ìàòðèö N (i) = ΛνiJ ðàçìåðíîñòè νi íà T . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
b = (β1, . . . , βT )T . Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî

Aβ(1) = N b− PN b .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t âûðàæåíèþ yβijt − βt ñîîòâåòñòâóåò
(i, j)-ÿ êîìïîíåíòà ïîñòðîåííîãî ñîãëàñíî ïðàâèëó (2.35) âåêòîðà

−N b+ (N b− PN b) + (PN b− P 2N b) + . . . = −PN b .

Òàê êàê πTN b =

=

I∑
i=1

mi·

m··

νi∑
j=1

nij
mi·

1

nij

∑
t∈Nij

bt =
1

m··

T∑
t=1

I∑
i=1

∑
j∈Mit

βt =
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=
1

m··

∑T
t=1m·tβt = 0 ïî óñëîâèþ îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû (2.31),

èìååì yβijt = βt. Àíàëîãè÷íî ïîêàæåì, ÷òî y
γ
ijt = γt. Èç êîìïîíåíò

Aγij(1) =
1

nij

∑
t0∈Nij

1

mit0

∑
j0∈Mit0

(γit0 − γi·(j0)) =

=
1

nij

∑
t0∈Nij

γit0 −
1

nij

∑
t0∈Nij

1

mit0

∑
j0∈Mit0

1

nij0

∑
t1∈Nij0

γit1

ïîñòðîèì âåêòîð Aγi (1) = N (i)ci − PN (i)ci, ãäå ci = (γi1, . . . , γiT )T .
Âûðàæåíèþ yγijt − γt ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòà âåêòîðà

−N (i)ci +N (i)ci − P (i)N (i)ci + P (i)N (i)ci −
−P (i)2N (i)ci + . . . = −PiN (i)ci .

Èç îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ñëåäóåò, ÷òî πTi N (i)ci = 0, òàê êàê

νi∑
j=1

nij
mi·

1

nij

∑
t∈Nij

γit =
1

mi·

T∑
t=1

∑
j∈Mit

γit =
1

mi·

T∑
t=1

mitγit .

Íåñêîëüêî ñëîæíåå ïðåäñòàâëåíà êîìïîíåíòà yeijt.

Aeij(1) =
1

nij

∑
t0∈Nij

ei·t0 −
1

nij

∑
t0∈Nij

1

mit0

∑
j0∈Mit0

eij0· .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ui = {ei··(j)}νij=1, Vi = {eij·}νij=1 âåêòîðû ïîðÿäêà
νi. Òîãäà A

e
i (1) = Ui − P (i)Vi. Ñëåäîâàòåëüíî,

−Vi +

∞∑
k=1

Aei (k) =

= −Vi + Ui − P (i)Vi + P (i)(Ui − P (i)Vi) + . . . =

= Q(i)(Ui − Vi)− P(i)Vi,

ãäå Q(i) èç (2.39). Èç (2.37) âñå ñòðîêè ñòàöèîíàðíîé ìàòðèöû P(i)
ðàâíû {πij}νij=1, ãäå πij =

nij
mi·

, îòêóäà πiVi = 1
mi·

∑νi
j=1 nijeij· = ei··,

yeijt = eijt − ei·· −
νi∑
j0=1

Qjj0(i)δij0 . (2.43)

Íàêîíåö, zij = xijt − yijt = e1
ij + ei·· +

∑νi
j0=1Qjj0(i)δij0 . 2
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2.3.5. Äèñïåðñèîííûå ìàòðèöû îøèáîê

Ïóñòü D(i, j; i1, j1) = 1
nijni1j1

∑
t∈Nij∩Ni1j1

1
mit

êîýôôèöèåíò ñîâ-

ìåñòíîãî ïðèñóòñòâèÿ èíäèâèäîâ j è j1, IA èíäèêàòîð ìíîæåñòâà.

Ëåììà 10. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà.

1. Eeij·ei1j1· =
σ2I[i=i1,j=j1]

nij
;

2. Eei··(j)ei1j1t =
σ2I[i=i1,t∈Nij∩Nij1 ]

nijmit
;

3. Eei··(j)ei1j1· = σ2I[i=i1]D(i, j; i, j1) ;

4. Eei··(j)ei1··(j1) = σ2I[i=i1]D(i, j; i, j1) ;

5. Eδijδi1j1 =
σ2I[i=i1,j=j1]

nij
− σ2I[i=i1]D(i, j; i, j1) ;

6. Eδijei1j1t =
σ2I[i=i1,j=j1]

nij
−

σ2I[i=i1,t∈Nij∩Nij1 ]

nijmit
;

7. Eei··δij = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Eeij·ei1j1· = 1
ni1j1

∑
t∈Ni1j1

Eeij·ei1j1t =

= 1
nij

∑
t∈Nij

σ2I[i=i1,j=j1]

nij
=

σ2I[i=i1,j=j1]

nij
.

2. Eei··(j)ei1j1t =
I[i=i1]

nij

∑
t1∈Nij

Eei·t1eij1t =

=
∑

t1∈Nij

I[i=i1]

mit1nij

∑
j2∈Mit1

Eeij2t1eij1t =
∑

t1∈Nij

σ2I[i=i1,j1∈Mit1 ,t1=t]

nijmit1
=

=
∑

t1∈Nij∩Nij1

σ2I[i=i1,t1=t]

nijmit1
=

σ2I[i=i1,t∈Nij∩Nij1 ]

nijmit
.

3. Eei··(j)ei1j1· = 1
ni1j1

∑
t∈Ni1j1

Eei··(j)ei1j1t =
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= 1
ni1j1

∑
t∈Ni1j1

σ2I[i=i1,t∈Nij∩Nij1 ]

nijmit
= σ2I[i=i1]D(i, j; i, j1) .

4. Èñïîëüçóåì òî, ÷òî Eei·tei1·t1 = I[i=i1,t=t1]
σ2

mit
.

Eei··(j)ei1··(j1) = E

(
1
nij

∑
t∈Nij

ei·t

)(
1

ni1j1

∑
t1∈Ni1j1

ei1·t1

)
=

=
I[i=i1]

nijnij1

∑
t∈Nij∩Nij1

σ2

mit
= σ2I[i=i1]D(i, j; i, j1) .

5. Eδijδi1j1 = E(eij· − ei··(j))(ei1j1· − ei1··(j1)) =

= Eeij·ei1j1· −Eeij·ei1··(j1)−Eei··(j)ei1j1· + Eei··(j)ei1··(j1) =

=
σ2I[i=i1,j=j1]

nij
− σ2I[i=i1]D(i, j; i, j1) .

6. Ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ Eδijei1j1t = E(eij· − ei··(j))ei1j1t .

7. Eei··δij = Eei··(eij· − ei··(j)) = 0, òàê êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû,

Eei··eij· = 1
mi·

νi∑
l=1

nilEeil·eij· = 1
mi·

νi∑
l=1

nil

(
σ2Il=j
nij

)
= σ2

mi·
, ñ äðóãîé

ñòîðîíû,

Eei··ei··(j) = Eei··

(
1
nij

∑
t∈Nij

ei·t

)
= 1

nij

∑
t∈Nij

Eei··ei·t =

= 1
nij

∑
t∈Nij

E

(
1
mi·

T∑
s=1

misei·s

)
ei·t = 1

nij

∑
t∈Nij

1
mi·

T∑
s=1

misEei·sei·t =

= 1
nij

∑
t∈Nij

1
mi·

T∑
s=1

mis
σ2Is=t
mit

= 1
nij

∑
t∈Nij

σ2

mi·
= σ2

mi·
.

2

Ðàññìîòðèì E1
ij è Eijt èç ìîäåëåé (2.41) zij = µ + αi + E1

ij è

yijt = βt + γit + Eijt êàê êîìïîíåíòû âåêòîðîâ E1
i = (E1

i1, . . . , E1
iνi

)T

ðàçìåðíîñòè νi è Eit = (Eij1t, . . . , Eijmit t)
T ðàçìåðíîñòèmit, jk ∈Mit.

Âåêòîðà δi = (δi1, . . . , δiνi)
T , ei· = (ei··, . . . , ei··)

T , e1
i = (e1

i1, . . . , e
1
iνi

)T
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èìåþò ðàçìåðíîñòü νi. Âåêòîð eit = (eij1t, . . . , eijmit t)
T èìååò ðàç-

ìåðíîñòü mit, êàê è ẽi· è δ̃i, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñ-
òâåííî ei· è δi ñ êîìïîíåíòàìè èç ìíîæåñòâà Mit. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ri =
1

σ2
Eδiδ

T
i =

{
I[j=j1]

nij
−D(i, j; i, j1)

}νi
j,j1=1

,

Wi =
1

σ2
Eδie

T
it =

{
I[j=j1]

nij
−

I[t∈Nij∩Nij1 ]

nijmit

}νi
j=1,j1=1

,

÷åðåç Rit, Wit, Qit ìàòðèöû ïîðÿäêà mit, ïîëó÷åííûå èç ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ìíîæåñòâó Mit ñòðîê è ñòîëáöîâ âûøåîïðåäåëåííûõ ìàò-
ðèö Ri, Wi è ìàòðèöû Qi èç (2.39).

Òåîðåìà 19. Ïóñòü E1
i = e1

i +ei·+Qiδi è Eit = eit−ẽi·−Qitδ̃i. Òîãäà
êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû îøèáîê Ωi = EE1

i

(
E1
i

)T
è Σit = EEitETit

èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:

Ωi = σ2
1Iνi + σ2

(
QiRiQ

T
i +

1

mi·

)
, (2.44)

Σit = σ2

(
Imit −WT

itQ
T
it −QitWit +QitRiQ

T
it −

1

mi·

)
.

(2.45)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ωi = EE1
i

(
E1
i

)T
= E(e1

i + ei· +Qiδi)(e
1
i + ei· +Qiδi)

T =

= Ee1
i

(
e1
i

)T
+ Eei·e

T
i· + Eei·δ

T
i Q

T
i +QiEδie

T
i· +QiEδiδ

T
i Q

T
i =

= σ2
1Iνi + σ2

(
1

mi·
+QiRiQ

T
i

)
.

Σit = EEitETit = E(eit − ẽi· −Qitδ̃i)(eit − ẽi· −Qitδ̃i)T =

= E(eit − ẽi·)(eit − ẽi·)T −
−E(eit − ẽi·)δ̃Ti QTit −QitEδ̃i(eit − ẽi·)T +QitEδ̃iδ̃

T
i Q

T
it =

= σ2

(
Imit −

1

mi·
−WT

itQ
T
it −QitWit +QitRiQ

T
it

)
. 2
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2.3.6. Çíà÷èìîñòü ýôôåêòîâ âðåìåíè è

âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 1, . . . , T èìå-
þòñÿ ïðåäñòàâèòåëè âñåõ I ãðóïï. Îáîçíà÷èì âåêòîð ïàðàìåòðîâ
÷åðåç Θ = (β1, γ11, . . . , γι,1, . . . , βT−1, γ1,T−1, . . . , γι,T−1) ñ I(T − 1)
êîìïîíåíòàìè. Â ñëó÷àå êîððåëèðîâàííûõ îøèáîê ñîáåðåì ìàòðè-
öû Σit èç (2.45) â îáúåäèíåííóþ ìàòðèöó Σ. Âåêòîð íàáëþäåíèé
èìååò âèä Y = (Y11, . . . , Y1T , . . . , YI1, . . . , YIT )T , ãäå Yit âåêòîð-ñòðî-
êè ñ mit êîìïîíåíòàìè {yijt}mitj=1. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìî-
äåëè yijt = βt + γit + Eijt èç (2.41) è îãðàíè÷åíèÿì (2.31) ìàòðèöó
ïëàíà H ðàçìåðíîñòè m·· íà I(T − 1) (òàáë. 2.3), â êîòîðîé èñïîëü-
çîâàíû îáîçíà÷åíèÿ ι = I − 1, τ = T − 1,

qit = −mit

miT
, q·t = −m·t

m·T
, pit = −mit

mIt
, pi· = −mi·

mI·
, rit =

mit

mIT
.

Òàáëèöà 2.3.

β1 γ11 γ21 . . . γι,1 . . . βτ γ1,τ γ2,τ . . . γι,τ
Y11 1 1 0 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Y1,τ 0 0 0 . . . 0 . . . 1 1 0 . . . 0
Y1,T q·1 q11 0 . . . 0 . . . q·τ q1,τ 0 . . . 0
Y21 1 0 1 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Y2,τ 0 0 0 . . . 0 . . . 1 0 1 . . . 0
Y2,T q·1 0 q21 . . . 0 . . . q·τ 0 q2,τ . . . 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Yι,1 1 0 0 . . . 1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Yι,τ 0 0 0 . . . 0 . . . 1 0 0 . . . 1
Yι,T q·1 0 0 . . . qι,1 . . . q·τ 0 0 . . . qι,τ
YI,1 1 p11 p21 . . . pι,1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
YI,τ 0 0 0 . . . 0 . . . 1 p1,τ p2,τ . . . pι,τ
YI,T q·1 r11 r21 . . . rι,1 . . . q·τv r1,τ r2,τ . . . rι,τ
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.31) âû÷èñëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå ïàðàìåòðû:

βT = −
T−1∑
t=1

m·t
m·T

βt =

T−1∑
t=1

q·tβt,

γiT = −
T−1∑
t=1

mit

miT
γit =

T−1∑
t=1

qitγit, γIt = −
I−1∑
i=1

mit

mIt
γit =

I−1∑
i=1

pitγit ,

γIT =

I−1∑
i=1

T−1∑
t=1

mit

mIT
γit =

I−1∑
i=1

T−1∑
t=1

ritγit .

Äëÿ ïðîâåðêè îòñóòñòâèÿ ýôôåêòà âçàèìîäåéñòâèÿ γit = 0 èñïîëü-
çóåì óñå÷åííóþ ìîäåëü

Eyijt = βt . (2.46)

Èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Q2e(Θ) = (Y −HΘT )TΛ−1(Y −HΘT ), (2.47)

ãäå Λ òàêîå, ÷òî Σ = σ2Λ, ïîëó÷àåì îöåíêó âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
Θ̂ = (HTΛ−1H)−HTΛ−1Y è íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè

σ̂2 = Q2e(Θ̂)/µ2e . (2.48)

Ñòåïåíè ñâîáîäû µ2e âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì
íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé m··−n è ðàíãîì I(T −1) ìàòðèöû H, ò.å.

µ2e = m·· − n− I(T − 1) . (2.49)

Äëÿ óñå÷åííîé ìîäåëè (2.51) ñ îãðàíè÷åíèÿìè (2.31) óäàëåíèåì ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ èç ìàòðèöû H ñòðîèì ìàòðèöó ïëàíà H∗,
ââîäèì âåêòîð ïàðàìåòðîâ Θ∗ = (β1, . . . , βT−1)T è èç óñëîâèÿ ìè-
íèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Q2e∗(Θ∗) = (Y −H∗ΘT
∗ )TΛ−1(Y −H∗ΘT

∗ ) (2.50)

ïîëó÷àåì îöåíêó Θ̂∗ = (HT
∗ Λ−1H∗)

−HT
∗ Λ−1Y. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïî-

òåçû îòñóòñòâèÿ ýôôåêòà âçàèìîäåéñòâèÿ â ÷èñëèòåëå ñòàòèñòèêè
F âû÷èñëÿåì ðàçíîñòè Q2e∗(Θ̂∗)−Q2e(Θ̂) è ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû

µ2e∗ − µ2e = m·· − n− T + 1−
−(m·· − n− I(T − 1)) = IT − T − I + 1 .
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ñòàòèñòèêó Ôèøåðà âèäà

F =
(Q2e∗(Θ̂∗)−Q2e(Θ̂))(m·· − n− I(T − 1))

Q2e(Θ̂)(IT − T − I + 1)
.

Äëÿ ïðîâåðêè îòñóòñòâèÿ ýôôåêòà âðåìåíè βt = 0 èñïîëüçóåì
óñå÷åííóþ ìîäåëü

Eyijt = γit, (2.51)

óäàëÿÿ â ìàòðèöå ïëàíà ñòîëáöû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïàðàìåòðàì βt,
t = 1, . . . , T − 1. Ïî óñå÷åííîé ìîäåëè îöåíèâàåì ïàðàìåòðû Θ̃ è
âû÷èñëÿåì Q̃2e. Ñòàòèñòèêà F , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

F =
Q̃2e(Θ̃)−Q2e(Θ̂)

Q2e(Θ̂)
· µ2e

µ̃2e − µ2e
,

ïðè îòñóòñòâèè ýôôåêòà âðåìåíè èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ
÷èñëîì ñòåïåíèé ñâîáîäû µ2e èç (2.49)

µ̃2e − µ2e = m·· − n− (T − 1)(I − 1)− (m·· − n− I(T − 1)) .

2.3.7. Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ãëàâíîãî ýôôåêòà

Åñëè êîððåëèðîâàííîñòüþ îøèáîê ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ, òî íåîá-
õîäèìî îöåíèâàòü ïàðàìåòðû ìîäåëè Ezij = µ+αi ïðè êîâàðèàöè-
îííîé ìàòðèöå îøèáîê Ωi èç (2.44), êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ
σ2 è σ2

1 . Îáúåäèíèì ìàòðèöû Ωi â ìàòðèöå Ω = σ2
1R(σ2

1) è êîìïî-
íåíòû zij â âåêòîðå Z = (z11, . . . , z1ν1 , . . . , zI1, . . . , zIνI ). Â êà÷åñòâå
îöåíêè σ2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (2.48). Äëÿ îöåíêè äèñ-
ïåðñèè σ2

1 èñïîëüçóåì ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó, ñâÿçàííóþ ñ ìèíè-
ìèçàöèåé âûðàæåíèÿ

L(σ2
1 ,Θ) =

(
(Z −HΘ)TR−1(σ2

1)(Z −HΘ)

n− I
− σ2

1

)2

,

Θ̂ = (HTR−1(σ2
1)H)−1HTR−1(σ2

1)Z,

σ̂2
1 =

(Z −HΘ)TR−1(σ2
1)(Z −HΘ)

n− I
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(σ2
1) = R. Äëÿ îñíîâíîé è óñå÷åííîé ìîäåëåé

ñîîòâåòñòâåííî ââîäèì âåêòîðû ïàðàìåòðîâ Θ = (µ, α1, . . . , αI−1) è
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Θ∗ = µ è ïîñòðîèì ìàòðèöû ïëàíîâ H è H∗. Îöåíèì ïàðàìåòðû

Θ̂ = (HTR−1H)−HTR−1Z, µ̂ = (HT
∗ R
−1H∗)

−HT
∗ R
−1Z,

âû÷èñëèì íåâÿçêè

R2
1 = (Z −H∗µ̂)TR−1(Z −H∗µ̂),

R2
0 = (Z −HΘ̂)TR−1(Z −HΘ̂)

è ïîñòðîèì ñòàòèñòèêó Ôèøåðà

F =
(R2

1 −R2
0)(n− r)

R2
0(r − 1)

,

êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû
n− 1− (n− r) = r − 1 è n− r.

Ïåðåõîä ê äâóõôàêòîðíîé ìîäåëè ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ïå-
ðåñòðîéêîé ìàòðèö ïëàíà H è H∗. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñìåùåíèå
äëÿ äâóõôàêòîðíîé ìîäåëè ñ ÷èñëîì ãðàäàöèé r è s èìååò òîò æå
âèä, ÷òî è äëÿ îäíîôàêòîðíîé ñ ðàçáèåíèåì íà rs ãðóïï.

ÏÐÈÌÅÐ 1 (ïðîäîëæåíèå). Íà îñíîâå äàííûõ î äåïðåññèè íàðêîìàíîâ â

ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ïî îòêàçó îò óïîòðåáëåíèÿ íàðêîòèêîâ [38]

âûÿñíèì, êàê âëèÿåò àíòèäåïðåññàíò ôðàìàêñ íà ñíèæåíèå óðîâíÿ äåïðåññèè.

Ïî íàçíà÷åíèþ ïðåïàðàòîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäãðóïïû: íàëòðåêñîí è ôðàìàêñ

NF , íàëòðåêñîí è àíòèäåðåññàíò-ïëàöåáî NP , ïëàöåáî-áëîêàòîð îïèàòíûõ ðå-

öåïòîðîâ è ôðàìàêñ PF è ïëàöåáî-ïëàöåáî PP .

Íà ðèñ.2.3 èçîáðàæåíû ñðåäíèå óðîâíè äåïðåññèè â ðàçíûõ ãðóïïàõ è â

ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïî èíäèâèäàì, ó êîòîðûõ èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ âî

âñåõ âîñüìè âðåìåííûõ òî÷êàõ (n = 75). Ýôôåêò âðåìåíè âûðàæåí çíà÷èìî

(p < 10−3). Çíà÷èìîñòü ýôôåêòà âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíà p = 0.2. Â ãðóïïàõ

PF , PP , NF è NP ñðåäíèå óðîâíè äåïðåññèè ðàâíû 6.7 è 6.25, 9.2 è 5.5

ñîîòâåòñòâåííî (p = 0.07). Îáúÿñíèòü ñàìûé íèçêèé óðîâåíü äåïðåññèè ïðè

íàçíà÷åíèè íàëòðåêñîíà áåç àíòèäåïðåññàíòà è ñàìûé âûñîêèé óðîâåíü ïðè

íàçíà÷åíèè íàëòðåêñîíà ñ àíòèäåïðåññàíòîì äîâîëüíî ñëîæíî, òåì áîëåå, ÷òî

äèíàìèêà äåïðåññèè àíàëèçèðóåòñÿ òîëüêî ó òåõ, êòî äîøåë äî áëàãîïîëó÷íîãî

çàâåðøåíèÿ ïðîãðàììû îòêàçà îò óïîòðåáëåíèÿ íàðêîòèêîâ.

Ïðèìåíèì ýðãîäè÷åñêèé ìåòîä êîìïåíñàöèè ïðîïóñêîâ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè

â âû÷èñëåíèÿõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ìîæíî íå èñêëþ÷àòü èíäèâèäîâ, êî-

òîðûå íå ÿâèëèñü íè íà îäèí èç êîíòðîëüíûõ ïðèåìîâ. Çíà÷èìîñòè ýôôåêòîâ

âðåìåíè è âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðà ãðóïïû è ôàêòîðà âðåìåíè îñòàëèñü íà òîì
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Ðèñ. 2.3. Äèíàìèêà äåïðåññèè ïðè óäàëåíèè ïðîïóñêîâ (n = 75).

æå óðîâíå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ìåòîäå (ðèñ. 2.4). Â ãðóïïàõ PF , PP , NF è

NP ñðåäíèå óðîâíè äåïðåññèè ðàâíû 8.9 è 11.9, 12.2 è 10.9 ñîîòâåòñòâåííî (p =

0.0002). Âî-ïåðâûõ, îíè ñóùåñòâåííî âûøå, ÷åì ó òåõ, êòî ïðîãðàììó âûïîëíèë.

Âî-âòîðûõ, íàèìåíüøèé óðîâåíü äåïðåññèè äîñòèãàåòñÿ â ãðóïïå áîëüíûõ, ïî-

ëó÷àâøèõ àíòèäåðåññàíò áåç âûçûâàþùåãî äîïîëíèòåëüíî äåïðåññèþ íàëòðåê-

ñîíà, ÷òî âïîëíå îáúÿñíèìî. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå

ýòîãî ìåòîäà, ïîëó÷àþò áîëåå àäåêâàòíîå îáîñíîâàíèå, ÷åì ïðè èçáèðàòåëüíîì

ñóæåíèè âûáîðêè ïðè óäàëåíèè íåïîëíûõ äàííûõ.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ýòî ïðèëîæåíèå êàñàåòñÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ëå-

÷åáíîé ôèçêóëüòóðû (ËÔ) äëÿ áîëüíûõ õðîíè÷åñêîé ñåðäå÷íîé íåäîñòàòî÷-

íîñòüþ (ÕÑÍ) íà îñíîâå äàííûõ òåñòà øåñòèìèíóòíîé õîäüáû (ÒØÕ), îçíà-

÷àþùåãî êîëè÷åñòâî ìåòðîâ, ïðîéäåííûõ â ñïîêîéíîì ðåæèìå çà 6 ìèíóò.

ÒØÕ èçìåðÿåòñÿ ó áîëüíûõ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè: ïðè ïîñòóïëåíèè â

ñòàöèîíàð, ïðè âûïèñêå è ÷åðåç òðè ìåñÿöà ïîñëå ëå÷åíèÿ. Ñëîæíîñòü àíàëèçà

ýòèõ äàííûõ çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî èç 387 áîëüíûõ òîëüêî ó 19 èìåëèñü

äàííûå âî âñåõ òðåõ òî÷êàõ, è èç íèõ 13 ÷åëîâåê, êîòîðûå çàíèìàëèñü ëå÷åáíîé

ôèçêóëüòóðîé (ËÔ) [18]. Ó æåíùèí ñ ôóíêöèîíàëüíûì êëàññîì ÕÑÍ íå âûøå

âòîðîãî óðîâíè ÒÕØ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íå çàíèìàþùèõñÿ è çàíèìàþùèõñÿ

ËÔ ðàâíû 315 è 340 (p = 0.2, çíà÷èìîñòü ýôôåêòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôàêòîðîì

âðåìåíè pγ = 0.27), ó ìóæ÷èí 388 è 413 (p = 0.11, pγ = 0.14), â òðåòüåì è

÷åòâåðòîì êëàññå ÕÑÍ ó æåíùèí 257 è 265 (p = 0.65, pγ = 0.6), ó ìóæ÷èí 310

è 345 (p = 0.24, pγ = 0.85).
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Ðèñ. 2.4. Äèíàìèêà äåïðåññèè ñ ó÷åòîì ïðîïóñêîâ (n = 332).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ðàçíûõ ãðóïïàõ ïðè ËÔ ïîêàçàòåëè

ÒØÕ âûøå, çà èñêëþ÷åíèåì æåíùèí ñ âûñîêèì ôóíêöèîíàëüíûì êëàññîì

ÕÑÍ, ó êîòîðûõ ÒØÕ íå çàâèñèò îò çàíÿòèé ËÔ. Íî â öåëîì, íà ïðîãðåññèðî-

âàíèå ÒØÕ áîëüøåå âëèÿíèå îêàçûâàåò ëå÷åíèå â ñòàöèîíàðå, à ýôôåêò ËÔ

äîëüøå äåðæèòñÿ ó ìóæ÷èí ñ ìåíüøèì óðîâíåì ÕÑÍ.
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Ãëàâà 3.

Ðîëü ìàñøòàáèðîâàíèÿ

â óïðàâëåíèè áèîñèñòåì

3.1. ×àñòè÷íîå îáðàùåíèå ôóíêöèé

3.1.1. Îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íî îáðàòíûõ ôóíêöèé

Èäåÿ ÷àñòè÷íîãî îáðàùåíèÿ ôóíêöèé è ïðèìåíåíèÿ åãî â àíà-
ëèçå ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèíàäëåæèò À.Ã.Áàðòó [10].

Îñîáåííîñòè îïåðàòîðà îáðàùåíèÿ ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ y = f(x) ïðè x ∈ X , y ∈ Y. Íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ
òðåáóåò ñóæåíèÿ X− ⊆ X îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè; îòñóò-
ñòâèå ðåøåíèé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé Y ⊆ Y+.

Îïðåäåëåíèå 14. Îáîáùåííûì îáðàòíûì ê f : X → Y íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå f− : Y+ → X , ÷òî ∀y ∈ Y ⊆ Y+ è ∀x ∈ X− def

= f−(Y+),
âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûðåõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé:

O1. ff
−(y) = y; O2. f

−ff−(y) = f−(y);
O3. f

−f(x) = x; O4. ff
−f(x) = f(x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fα ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ äëÿ f èëè ñóæåíèå
f íà {Xα}, ãäå {Xα} îçíà÷àåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà îáëàñòè
ìîíîìîðôíîñòè.

131



Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü f−α � îáîáùåííîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
ê fα. Åñëè âûïîëíåíèå îäíîãî èç îïðåäåëåíèé O1�O4 âëå÷åò çà
ñîáîé âûïîëíåíèå âñåõ îñòàëüíûõ, òî f−α íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî-îá-
ðàòíûì îòîáðàæåíèåì.

3.1.2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ÷àñòè÷íî

îáðàòíûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ f(x). Äëÿ êàæäîãî y = f(x)
îïðåäåëèì ïðîîáðàçû: ñîîòâåòñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé

←
X y= {X : f(x) ≥ y},

→
X y= {x : f(x) ≤ y},

âåùåñòâåííûé X̃y =
←
X y ∩

→
X y è ïîëíûé

Xy = {x : ∀δ > 0, Xδ∩
←
X y 6= ∅, Xδ∩

→
X y 6= ∅},

ãäå Xδ = (x − δ, x + δ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìèíèìàëüíûé îòðåçîê,
ñîäåðæàùèé ïîëíûé ïðîîáðàç Xy. Ïóñòü µ � σ-êîíå÷íàÿ ìåðà, ýê-
âèâàëåíòíàÿ ìåðå Ëåáåãà. Åñëè 0 < µ(R) <∞, òî âñÿêîìó α ∈ [0, 1]
ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó zα ∈ R̄, òàêóþ ÷òî

α =
µ((−∞, zα] ∩R)

µ(R)
,

è âñÿêîìó y = f(x) òî÷êó xα = sup{(x : x ≤ zα) ∩ X} = f−α (y).
Ôóíêöèÿ f−α (y) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî îáðàòíîé ôóíêöèåé ê f(x) [10].
Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòè÷íî îáðàòíîé áóäåò òàêæå ôóíêöèÿ αf

−(y), êî-
òîðîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷êà αx = inf{(x : x ≥ zα) ∩ X}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

f−00(y) = inf(x : f(x) ≥ y) , f−01(y) = inf(x : f(x) ≤ y) ,
f−10(y) = sup(x : f(x) ≥ y) , f−11(y) = sup(x : f(x) ≤ y) .

Îïðåäåëåíèå 16. Êðàéíèìè ëåâîé è ïðàâîé îáðàòíûìè íàçûâà-

þòñÿ
−1

d f(y) = max{f−00(y), f−01(y)} è
+1

d f(y) = min{f−10(y), f−11(y)}
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðèìåðà âû÷èñëèì ëåâóþ îáðàòíóþ ôóíêöèè f(x) = bxc.

Ïóñòü k < y < k+ 1, òîãäà
−1

d f(y) = dye, òàê êàê inf(x : f(x) ≥ y) =
k + 1, inf(x : f(x) ≤ y) = −∞, max{k + 1,−∞} = k + 1 .
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3.1.3. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ îáîáùåííîãî

ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðèìåíèì ÷àñòè÷íîå îáðàùåíèå ê ôóíêöèè ÷èñëà óñïåõîâ ξ(n)
îò n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ k = ξ(n) ìîíîòîííàÿ, îïðåäåëåíèÿ ëåâîé è
ïðàâîé îáðàòíûõ çíà÷èòåëüíî óïðîñòÿòñÿ. Ëåâàÿ îáðàòíàÿ

ξ−0 (k) = min{n : ξ(n) ≥ k}

îçíà÷àåò ÷èñëî èñïûòàíèé äî k-ãî óñïåõà, ïðàâàÿ îáðàòíàÿ

ξ−1 (k) = max{n : ξ(n) ≤ k}

� ÷èñëî íåóäà÷ äî k + 1 óñïåõà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå k = 0 ëåâàÿ
îáðàòíàÿ ξ−0 (0) = min{n : ξ(n) ≥ 0} ðàâíà íóëþ, à ïðàâàÿ îáðàòíàÿ

ξ−1 (0) = max{n : ξ(n) ≤ 0}

êàê ÷èñëî íåóäà÷ äî ïåðâîãî óñïåõà èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå

P{ξ−1 (0) = j} = p(1− p)j , j = 0, 1, . . . .

×àñòè÷íî îáðàòíûå èç-çà äèñêðåòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü
ââåäåíû äâîÿêèì îáðàçîì: ξ−α (0) = bαξ−1 (0)c è αξ

−(0) = dαξ−1 (0)e.
Íàéäåì èõ çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 20.

P{ξ−α (0) = j} = qd
j
α e − qd

j+1
α e, j = 0, 1, 2, . . . ,

P{αξ−(0) = j} = qb
j−1
α c+1 − qb

j
α c+1, j = 1, 2, . . . ,

P{αξ−(0) = 0} = 1− q .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåöåëîãî x èìååò ìåñòî

P{ξ−1 (0) < x} =

bxc∑
j=0

P{ξ−1 (0) = j} = 1− qbxc+1,

äëÿ öåëîãî x = n ïîëó÷àåì

P{ξ−1 (0) < n} =

n−1∑
j=0

P{ξ−1 (0) = j} = 1− qn,
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ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå P{ξ−1 (0) < x} = 1− qdxe,=⇒

P{ξ−α (0) = j} = P{bαξ−1 (0)c = j} = P{ j
α
≤ ξ−1 (0) ≤ j + 1

α
} =

= qd
j
α e − qd

j+1
α e .

Äëÿ íåöåëîãî x èìååò ìåñòî

P{ξ−1 (0) ≤ x} =

bxc∑
j=0

P{ξ−1 (0) = j} = 1− qbxc+1,

äëÿ öåëîãî x = n ïîëó÷àåì

P{ξ−1 (0) ≤ n} =

n∑
j=0

P{ξ−1 (0) = j} = 1− qn+1,

ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå P{ξ−1 (0) ≤ x} = 1− qbxc+1,=⇒

P{αξ−(0) = 0} = P{ξ−1 (0) = 0} = 1− q,

P{dαξ−1 (0)e = j} = P

{
j − 1

α
< ξ−1 (0) ≤ j

α

}
=

= qb
j−1
α c+1 − qb

j
α c+1, j > 0 . �

Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ξ−α (0) â [31] áûëî íàçâàíî îáîáùåííûì
ãåîìåòðè÷åñêèì. Åãî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç βB−(·|p, α), à ìîäèôè-
öèðîâàííîå îáîáùåííîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû

αξ
−(0) ÷åðåç βA−(·|p, α).
Íà ðèñ.3.1 èçîáðàæåíû äâå ñõåìû ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî öå-

ëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, ïðèâîäÿùèå ïðè α = 2
2r+1 ê ýòèì ðàñïðåäåëå-

íèÿì. Ñïîñîá ÷åðåäîâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
÷åðåç äåéñòâèå òðåíèðîâàííîé è íåòðåíèðîâàííîé ñèñòåìû. Â òðå-
íèðîâàííîé áîëüøàÿ 1− qr+1 è ìåíüøàÿ 1− qr âåðîÿòíîñòè óñïåõà
÷åðåäóþòñÿ â ðåãóëÿðíîì ïîðÿäêå, à â íåòðåíèðîâàííîé � ñíà÷àëà
íàèìåíüøàÿ âåðîÿòíîñòü óñïåõà 1 − q, à çàòåì âûáîð ìàñøòàáà
r (íàñòðîèëèñü) è ÷åðåäîâàíèå ìåíüøåé è áîëüøåé âåðîÿòíîñòåé
óñïåõà 1− qr è 1− qr+1.

Â ñëó÷àå, êîãäà çàäàíà ðàöèîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïàðàìåòðà ÷àñ-
òè÷íîñòè α = s

m , ãäå m = sr + t, è s èçâåñòíî, îöåíêà ïàðàìåòðîâ
îáîáùåííîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ βB−(·|p, sm ) ñòðîèòñÿ
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Ðèñ. 3.1. Ñõåìû β−(j|p, α)-áëóæäàíèÿ ïî ðåøåòêå.

äîâîëüíî ïðîñòî.1 Ïóñòü èìååòñÿ âàðèàöèîííûé ðÿä N0, N1, . . . , Nk
ñ îáùèì ÷èñëîì íàáëþäåíèé N0 + N1 + . . . + Nk = N. Îáîçíà÷èì
÷åðåç k1 = dk+1

s e è ïðåäñòàâèì âàðèàöèîííûé ðÿä â âèäå ìàòðèöû
ðàçìåðíîñòè k1 íà s ñ ýëåìåíòàìè

νji =
Nsj+i
N

,

âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâåííî ñóììû ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì:

νj· =

s−1∑
i=0

νji, ν·i =

k1−1∑
j=0

νji ,

j = 0, 1, . . . , k1 − 1, i = 0, 1, . . . , s− 1. Eñëè ξ ∼ βB−(·|p, α), α = s
m , òî

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = b ξmc èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðîì íåóäà÷è qm.

P {η = j} = P

{⌊
ξ

m

⌋
= j

}
= P

{
j ≤ ξ

m
< j + 1

}
=

= P{mj ≤ ξ < m(j + 1)} =

= qmj − qmj+m = qmj(1− qm) , j = 0, 1, . . . .

1Âîïðîñ àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ βA−(·|p, α)
îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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Âû÷èñëÿÿ âûáîðî÷íîå ãðóïïèðîâàííîå ñðåäíåå x̄∗ =
k1−1∑
j=0

jνj· , èç

îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà ãåîìåòðè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì îöåíêó

q̂m =
x̄∗

x̄∗ + 1
. (3.1)

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà m îáîçíà÷èì ïåðâûå s âåðîÿòíîñòåé
ðàñïðåäåëåíèÿ βB−(·|p, sm ) ÷åðåç πi = P{ξ = i}, i = 0, 1, . . . , s− 1.

π0 π1 . . . πs−1 1− qm
π0q

m π1q
m . . . πs−1q

m (1− qm)qm

...
... . . .

...
...

π0

1−qm
π1

1−qm . . . πs−1

1−qm 1

Îöåíêîé âûðàæåíèÿ πi
1−qm ÿâëÿåòñÿ ν·i, q̂

m áåðåì èç (3.1), îòñþäà

π̂i = ν·i(1− q̂m) =
ν·i

1 + x̄∗
. (3.2)

Âûðàæåíèÿ (3.2) äëÿ îöåíêè ñòðóêòóðû ïàðàìåòðà ÷àñòè÷íîñòè
ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ α = 2/(2r + 1).
Ïóñòü Q = q2r+1. Ê îáúåäèíåííîìó ïî ïàðàì âàðèàöèîííîìó ðÿäó
Ñ0, Ñ1, . . . , Ñk1 ïðèìåíèì ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

lnL(Q) =

k1−1∑
i=0

Ñi ln(1−Q) +

k1∑
i=0

iÑi ln(Q),

dL(Q)

dQ
= −

k1−1∑
i=0

Ñi
1−Q

+

k1∑
i=0

iÑi
Q

= 0.

Ðåøàÿ íîðìàëüíîå óðàâíåíèå è èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.2) ïàðàìåòðà
π0 = 1− qr+1, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

Q̂ =

K∑
i=0

iÑi

K∑
i=0

iÑi +
K−1∑
i=0

Ñi

, r̂ =
ln Q̂− ln(1− π̂0)

2 ln(1− π̂0)− ln Q̂
. (3.3)

Îòñþäà q̂ = (1− π̂0)
1
r̂+1 è m̂ = 2r̂ + 1.
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Òàáëèöà 3.1.

j 0 1 2 3 4 5

n1
j 7 3 10 6 2 12

n2
j 25 9 2 1 2 1

ÏÐÈÌÅÐ. Ïåðåä îïåðàöèåé ÀÊØ (àîðòî-êîðîíàðíîå øóíòèðîâàíèå), ïðè

êîòîðîé â êà÷åñòâå êîíäóèòà èñïîëüçóåòñÿ ëèáî âåíà, ëèáî ëó÷åâàÿ àðòåðèÿ

(ËÀ), äëÿ ËÀ ïðîâîäèòñÿ õîëîäîâàÿ ïðîáà (ÕÏ). Ðóêà íà íåêîòîðîå ôèêñè-

ðîâàííîå âðåìÿ êëàäåòñÿ íà ëåä, è ïîñëå òîãî êàê ðóêà óáðàíà ïðè ïîìîùè

àïïàðàòà ÓÇÈ (óëüòðà-çâóêîâîãî èññëåäîâàíèÿ) èçìåðÿåòñÿ äèàìåòð ËÀ è âðå-

ìÿ â ìèíóòàõ äî ìîìåíòà âîçâðàùåíèÿ äèàìåòðà ËÀ ê èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç nij êîëè÷åñòâî áîëüíûõ ñ âðåìåíåì j âîññòàíîâëåíèÿ ËÀ â

i = 1, 2 ãðóïïàõ áîëüíûõ (òàáë. 3.1). Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîöåññå îïåðàöèè ÀÊØ â

1-îé ãðóïïå áûë âàçîñïàçì ËÀ, âî 2-é íå áûë. Âàçîñïàçì ËÀ ÿâëÿåòñÿ îïàñíûì

ÿâëåíèåì è ìîæåò ñëóæèòü ïðè÷èíîé ñìåðòè áîëüíîãî.

Ðèñ. 3.2. Àïðîáàöèÿ A è B ìîäåëåé β−(j|p, α).

Èñïîëüçóÿ àãðåãèðîâàííûé âàðèàöèîííûé ðÿä (Ñ0, Ñ1, Ñ2) = (10, 16, 14) è

îöåíêó (3.3), ïîëó÷àåì Q̂ = 0.6286 , q̂ = Q
1
3 = 0.8566 . Çíà÷èìîñòü ñòàòèñòèêè

õè-êâàäðàò ñîãëàñèÿ ñ βB−(·|p̂ = 0.1434, α = 2/3) ðàâíà P = 0.07, ïðè óêðóïíåíèè

ÿ÷ååê P = 0.18. Îäíàêî äëÿ ìîäåëè βA−(·|p̂ = 0.1434, α = 2/3) èìååì ëó÷øèå

çíà÷èìîñòè P = 0.18 è ñ óêðóïíåíèåì ÿ÷ååê P = 0.66. Íåáîëüøèì âàðüèðîâàíè-
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Ðèñ. 3.3. Ñõåìà βC−(j|p, α)-áëóæäàíèÿ ïî ðåøåòêå.

åì ïî ïàðàìåòðó p ïîëó÷àåì íàèáîëüøèå çíà÷èìîñòè P = 0.225 è P = 0.73 ïðè

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p̂ = 0.16. Íà ðèñ. 3.2 ïðåäñòàâëåíà ãèñòîãðàììà ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ ËÀ ó áîëüíûõ ñ âàçîñïàçìîì, à òàêæå ïîëèãîíû

÷àñòîò îáîáùåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé òèïîâ A è B.

Èòàê, â ìåíåå áëàãîïîëó÷íîé ñ ïðîãíîñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãðóïïå ñî

ñëàáûì òîíóñîì ËÀ ïîëó÷åíî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå ñ ðàñïðåäåëåíèåì

βA−(·|p, α), îïèñûâàþùèì íåòðåíèðîâàííóþ îáó÷àåìóþ ñèñòåìó ñ íåâûñîêîé âå-

ðîÿòíîñòüþ p̂ = 0.16 âîññòàíîâëåíèÿ ËÀ â îäíîì èñïûòàíèè. Â áîëåå áëàãîïî-

ëó÷íîé ãðóïïå èìååò ìåñòî ñîãëàñèå ñ ðàñïðåäåëåíèåì βB−(·|p̂ = 0.55, α = 1),

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò òðåíèðîâàííîé ñèñòåìå.

3.1.4. Îáîáùåíèå ïîëîæèòåëüíîãî

áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Îäíèì èç ñïîñîáîâ îáîáùåíèÿ íåãàòèâíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ [10] ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñóììå k íåçàâèñèìûõ îáîáùåí-
íûõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ−α (0) è

αξ
−(0). Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ÷àñòè÷íî îáðàòíîé èñïîëüçóåì îáî-

çíà÷åíèÿ β∗B− (j|k, p, α) èëè β∗A− (j|k, p, α).
Îáîáùåííîå ïîëîæèòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðå-

äåëÿåòñÿ ÷åðåç ôèäóöèàëüíîå òîæäåñòâî

β<+(k|n, p, α) = 1− β≤−(n|k, p, α) . (3.4)

Â ÿâíîì âèäå ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðîìîçäêè, íî äëÿ ïðàêòè÷åñ-
êèõ öåëåé èñïîëüçóþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, íåïîñðåäñò-
âåííî âûâîäèìûå èç îáîáùåíèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî öåëî÷èñ-
ëåííîé ðåøåòêå. Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ ïðèìåíÿåòñÿ îáîáùåí-
íîå ïîëîæèòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå β∗C+ (·|n, p1, p2, p3),
ôèäóöèàëüíûì îáðàçîì (3.4) ïîñòðîåííîå èç ñâåðòêè C-îáîáùåíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîãî βC−(·|p1, p2, p3) ñ áëóæäàíèåì íà ðåøåòêå, èçîáðà-
æåííûì íà ðèñ. 3.3.
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3.2. Ìîäåëü ðåèíòðàíòíîãî áèíîìà

â ðàäèîáèîëîãèè

Ïðè èññëåäîâàíèè èçìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ èíòåð-
ôàçíûõ îïóõîëåâûõ êëåòîê ñ îäèíî÷íûìè èëè ìíîæåñòâåííûìè
àíîìàëèÿìè2 íà ÿäðå ïîä âîçäåéñòâèåì îáëó÷åíèÿ áûëà ïðåäïðè-
íÿòà ïîïûòêà íàéòè ïîäõîäÿùóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü.

Òàáëèöà 3.2.

in vitro in vivo
Äîçà, ÷èñëî àíîìàëèé ÷èñëî àíîìàëèé
Ãð 0 1 2 3 4 > 5 0 1 2 3 4 > 5
0 68 25 7 66 31 2 1
5 74 19 5 2 50 35 13 2
10 59 24 16 1 41 39 17 2 1
15 48 33 11 3 2 3 27 39 29 3 1 1
20 59 31 5 4 1 22 22 32 15 6 3
25 37 31 22 6 2 2 33 39 18 8 1 1
30 35 37 17 5 3 3 21 29 21 14 10 5
35 26 36 19 10 5 4 17 24 32 11 10 6
40 19 33 25 11 7 5 15 17 29 18 11 10
45 13 14 24 24 12 13

Â ýêñïåðèìåíòå ðàññìàòðèâàëèñü äâå ïîïóëÿöèè êðûñ. Â îäíîé
ñåðèè îïûòîâ ÿäåðíûå àíîìàëèè áûëè èññëåäîâàíû â ïîïóëÿöè-
ÿõ ïîäêîæíûõ êëåòî÷íûõ òðàíñïëàíòàòîâ ïåðåâèâíîé ðàáäîìèî-
ñàðêîìû ÐÀ-23, ôèêñèðîâàííûõ ÷åðåç 52 ÷àñà (äîñòàòî÷íûé ñðîê
äëÿ 2 3 ìèòîçîâ) ñ ìîìåíòà îáëó÷åíèÿ X-ray in vivo äîçàìè 5-45
Ãð3. Â äðóãîé ñåðèè îïûòîâ áûëè èññëåäîâàíû ÿäåðíûå àíîìàëèè
ó îòäàëåííûõ ïîòîìêîâ ýòèõ òðàíñïëàíòàòîâ. Ñóñïåíçèðîâàííûå
êëåòêè ïðèâèâàëèñü ïóòåì èíúåêöèè â ïåðåäíþþ êàìåðó ãëàçà äðó-
ãîãî æèâîòíîãî ñðàçó ïîñëå îáëó÷åíèÿ in vitro. Ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñ-
ëà àíîìàëèé ïðè ðàçíûõ äîçàõ îáëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3.2.

2Àíîìàëèÿìè ñ÷èòàëèñü ìåæúÿäåðíûå ìîñòû, ÿäåðíûå ïðîòðóçèè è ãàíòå-
ëåâèäíûå ÿäðà.

3Ãðåé (îáîçíà÷åíèå Ãð èëè Gy) � åäèíèöà èçìåðåíèÿ ïîãëîùåííîé äîçû
èîíèçèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìå ÑÈ. Ïîãëîùåííàÿ äîçà ðàâíà îäíîìó
ãðåþ, åñëè â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ èîíèçèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ âåùåñòâî
ïîëó÷èëî îäèí äæîóëü ýíåðãèè â ðàñ÷åòå íà îäèí êèëîãðàìì ìàññû.
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Ðèñ. 3.4. Äèíàìèêà ñðåäíåãî ÷èñëà àíîìàëèé è ðàññåÿíèÿ.

Ñîãëàñíî ïåðâè÷íîé ñòàòèñòèêå, ìåæäó ñðåäíèì ÷èñëîì àíî-
ìàëèé è äîçîé îáëó÷åíèÿ ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ.
Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè÷åíèè äîçû îáëó÷åíèÿ (ðèñ. 3.4) ðàñïðåäåëå-
íèå èçìåíÿåò õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ 4, ò.å. èç íåäîðàññåÿííîãî ñòàíî-
âèòñÿ ïåðåðàññåÿííûì. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ìîäåëè íå ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû íè íåäîðàññåÿííîå ïîëîæèòåëüíîå, íè ïåðåðàññåÿí-
íîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûÿñíèì, ìîæíî
ëè äëÿ ýòèõ öåëåé ïðèâëå÷ü ñëîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

3.2.1. Ðåèíòðàíòíûé áèíîì

Îïðåäåëåíèå 17. Ñëîæíûì íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-
íîé ñóììû íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí

ξ = η1 + . . .+ ητ ,

ãäå τ è ηj íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû [22].

4Ðàññåÿíèå e � ýòî îòíîøåíèå äèñïåðñèè ê ñðåäíåìó. Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå èìååò ðàññåÿíèå, ðàâíîå åäèíèöå. Ðàñïðåäåëåíèå ñ e < 1 íàçûâàåòñÿ
íåäîðàññåÿííûì, ñ e > 1 ïåðåðàññåÿííûì.
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Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ h(ν) =
∞∑
j=0

pjν
j ñëîæíî ðàñïðåäåëåííîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ãäå pj = P{ξ = j}, èìååò âèä ñóïåðïîçè-
öèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

h(ν) = f1(f0(ν)), (3.5)

ãäå f1(ν) è f0(ν) � ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé τ è ηi
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü τ è ηi èìåþò áèíîìèàëüíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðà-
ìåòðàìè β(·|n1, p1) è β(·|n0, p0). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ1 = η1 + . . .+ ητ èìååò âèä

h1(ν) = f1(f0(ν)) = ((p0ν + q0)n0p1 + q1)n1 , (3.6)

à ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ β(·|p1, p0;n1, n1) áóäåì íà-
çûâàòü ðåèíòðàíòíûì, ïîñêîëüêó â [22] ñëîæíî-áèíîìèàëüíûì íà-
çûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé τ .5

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé (3.6)

h′(1) = Eξ, h′′(1) + h′(1)− (h′(1))2 = Dξ,

h′(1) = f ′1(1)f ′2(1), h′′(1) = f ′′1 (1)(f ′0(1))2 + f ′1(1)f ′′0 (1),

f ′i(1) = nipi, f ′′i (1) = ni(n1 − 1)p2
i ,

ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ è ðàññåÿíèÿ:

Eξ = n0p0n1p1, Dξ = n0p0n1p1(n0p0q1 + q0), e = n0p0q1 + q0 .

Ïîñêîëüêó âîçìîæíî êàê e > 1 ïðè q1 >
1
n0
, òàê è íàîáîðîò e < 1,

ìîäåëü ðåèíòðàíòíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ïðîòèâî-
ðå÷èò íàáëþäàåìûì äàííûì.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Eηi = µ0, Eτ = µ1 áóäåì íàçûâàòü
ñðåäíèìè ðåèíòðàíòíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ïðåäëîæåíèå 11.

P{ξ1 = k0} =

n1∑
k1=d k0n0

e

β(k1|n1; p1)β(k0|n0k1; p0).

5Ïî àíàëîãèè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñóïåðïîçèöèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
ëþáîãî ïîðÿäêà: âòîðîãî h2(ν) = f2(f1(f0(ν))), òðåòüåãî h3(ν) =
f3(f2(f1(f0(ν)))) è òàê äàëåå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó èíäåêñ i â ïàðàìåòðàõ pi è ni â ôîð-
ìóëå β(·|ni; pi) îäèí è òîò æå, îáîçíà÷èì β(·|ni; pi) = β(·|ni).

h1(ν) = ((p0ν + q0)n0p1 + q1)n1 =

=

n1∑
k1=0

β(k1|n1)

n0k1∑
k0=0

β(k0|n0k1)νk0 .

Èçìåíèì â ýòîì âûðàæåíèè ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ.

h1(ν) =

n0n1∑
k0=0

n1∑
k1=t

β(k1|n1)β(k0|n0k1)νk0 =

n0n1∑
k0=0

P{ξ1 = k0}νk0 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü t � íà÷àëî ñóììèðîâàíèÿ ïî k1, ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó k0 è k1.

k0 \ k1 0 1 2 . . . n1

0 0 0 0 . . . 0

1 1 1 . . . 1
...

...
... . . .

...
n0 n0 n0 . . . n0

n0 + 1 n0 + 1 . . . n0 + 1
...

... . . .
...

2n0 2n0 . . . 2n0

...
...

(n1 − 1)n0 + 1 (n1 − 1)n0 + 1
...

...
n1n0 n1n0

Çàìåòèì, ÷òî ïðè k0 = 0 ñïðàâåäëèâî k1 = 0,

0 < k0 ≤ n0 ⇐⇒ 0 < k0
n0
≤ 1 =⇒ 1 ≤ k1 ≤ n1,

n0 < k0 ≤ 2n0 ⇐⇒ 1 < k0
n0
≤ 2 =⇒ 2 ≤ k1 ≤ n1,

è òàê äàëåå, òî åñòü t = d k0n0
e. Îòñþäà ïîëó÷àåì P{ξ1 = k0}. �
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Ðèñ. 3.5. Îöåíêà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè β(·|p1, p0;n1, n1).

3.2.2. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ β(·|p1, p0;n1, n1)

Ïóñòü èìååòñÿ âàðèàöèîííûé ðÿä N0, N1, . . . , Nk ñ ïðàâûì öåí-
çóðèðîâàíèåì. Ïîñêîëüêó äëÿ èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðîâ âàæíà
öåëî÷èñëåííîñòü ïàðàìåòðîâ n0 è n1, ïî ýòèì ïàðàìåòðàì îñóùåñ-
òâëÿëñÿ ïåðåáîð, à ïàðàìåòðû p0 è p1 îöåíèâàëèñü ÷èñëåííûì îá-
ðàçîì èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

lnL(·|p1, p0;n1, n1) =

k−1∑
j=0

Nj lnP{ξ = j}+Nk lnP{ξ ≥ k} .

Îöåíêè ðåèíòðàíòíûõ êîìïîíåíò ðàâíû µ̂i = n̂ip̂i, i = 0, 1. Íà
ðèñ. 3.5 ïðåäñòàâëåíû ãèñòîãðàììû ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé
ñ ïîëèãîíàìè ÷àñòîò ðåèíòðàíòíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
β(·|p1, p0;n1, n1): à) in vitro (40 Ãð), m1 = 1.68, m0 = 1.32, á) in vivo
(40 Ãð)m1 = 0.51,m0 = 3.29. Àäåêâàòíîñòü ìîäåëè ïîäòâåðæäàåòñÿ
âûñîêèìè äîâåðèòåëüíûìè óðîâíÿìè âåðîÿòíîñòè.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà áîëåå ñèììåòðè÷íóþ ïðè óâåëè-
÷åíèè âíåøíåé ðåèíòðàíòíîé êîìïîíåíòû m1 ôîðìó ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïî àíàëîãèè ñ ñèììåòðèçàöèåé ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ýêñòåíñèâíîñòè.
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Ðèñ. 3.6. Äèíàìèêà ñðåäíèõ ðåèíòðàíòíûõ êîìïîíåíò.

Äèíàìèêà ñðåäíèõ ðåèíòðàíòíûõ êîìïîíåíò â çàâèñèìîñòè îò
äîçû îáëó÷åíèÿ â ðàçíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.6.
Ïðè óâåëè÷åíèè äîçû îáëó÷åíèÿ â ýêñïåðèìåíòå in vivo çíà÷èìî
óâåëè÷èâàåòñÿ âíóòðåííÿÿ ðåèíòðàíòíàÿ êîìïîíåíòà m0 (êîððåëÿ-
öèÿ ðàâíà r = 0.76, p = 0.006), â ýêñïåðèìåíòå in vitro âíåøíÿÿ
ðåèíòðàíòíàÿ êîìïîíåíòà m1 (r = 0.95, p = 0.00003). Êîððåëÿöèè
ìåæäó äîçîé îáëó÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòàìè m1 â ýêñ-
ïåðèìåíòå in vitro è m2 â ýêñïåðèìåíòå in vivo îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ
íåçíà÷èìî.

Èíòåðïðåòàöèÿ ðåèíòðàíòíûõ êîìïîíåíò îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷-
íî ïðîñòîé. Âíåøíÿÿ ðåèíòðàíòíàÿ êîìïîíåíòà m1 ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ êàê ýêñòåíñèâíîñòü èëè ñðåäíåå ÷èñëî àíîìàëèé, ïîëó÷åííîå ïî-
òîìêàìè îò ñâîèõ ðîäèòåëåé, à âíóòðåííÿÿ êîìîíåíòà m0 êàê ñðåä-
íåå ÷èñëî àíîìàëèé, ïîÿâèâøèõñÿ çà ïåðèîä íàáëþäåíèÿ (àíàëîã
ïàðàìåòðà ìàñøòàáà). Òîãäà ëîãè÷íî, ÷òî ó îáëó÷åííûõ êëåòîê
íåïîñðåäñòâåííî îò ðàäèàöèè çàâèñèò m0, à ó èõ ïîòîìêîâ m1.

Çíà÷åíèÿ ðåèíòðàíòíûõ êîìïîíåíò (m̂0 = 0.64, m̂1 = 1.55) ó
ïîòîìêîâ îêàçàëèñü â ñðåäíåì ìåíüøå, ÷åì ó êëåòîê (m̂0 = 1.07,
m̂1 = 1.86). Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïîòîìêè íå áûëè ïîä
îáëó÷åíèåì íåïîñðåäñòâåííî. Ñêîðåå âñåãî, áîëåå ñëàáûå êëåòêè íå
ñìîãëè äàòü ïîòîìñòâà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè ïîâûøåíèè
äîçû îáëó÷åíèÿ èìïëàíòèðóåìûõ êëåòîê ïðîöåíò óñïåøíûõ ïðè-
âèâîê óìåíüøàëñÿ, à ôîðìèðîâàíèå ïðèâèòûõ òðàíñïëàíòàòîâ çà-
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Ðèñ. 3.7. Õàðàêòåðèñòèêè ïðèâèâàåìîñòè.

ìåäëÿëîñü. Íà ðèñ. 3.7 îòîáðàæåíû õàðàêòåðèñòèêè ïðèâèâàåìîñòè
îïóõîëåâûõ êëåòîê: À) âðåìÿ îò ïðèâèâêè äî íà÷àëà ðîñòà îïó-
õîëåé; Á) âðåìÿ îò ïðèâèâêè äî çàïîëíåíèÿ ðàñòóùåé îïóõîëüþ
ãëàçíîé ïîëîñòè. Òà è äðóãàÿ óâåëè÷èâàþòñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
äîçû îáëó÷åíèÿ. Â ñêîáêàõ óêàçàíû ïðîöåíòû óñïåøíûõ ïðèâèâîê.
Ïðè äîçå 45 Ãð âñå ïðèâèâêè îêàçàëèñü íåóäà÷íûìè.

3.2.3. Ñëîæíî-îáîáùåííàÿ

áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû âîçäåéñòâèÿ ðàäèàöèè èñïîëüçóåì ðàñ-
øèðåíèå ìîäåëè. Áèíîìèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðåííåé (in vi-
vo) èëè âíåøíåé (in vitro) êîìïîíåíòû ñëîæíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
çàìåíÿþòñÿ îáîáùåííûì ðàñïðåäåëåíèåì β∗C+ (·|n, p1, p2, p3) èç ðàç-
äåëà 3.1.4, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ðàáîòó íåòðåíèðîâàííîé ñèñòåìû
ñ áîëåå îáùèìè ïàðàìåòðàìè, íå ñâÿçàííûìè ÷àñòè÷íîñòüþ α. Â
êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíîé êîìïîíåíòû èñïîëüçóåò-
ñÿ áèíîìèàëüíîå ñ îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûìè èç ìîäåëè
ðåèíòðàíòíîãî áèíîìà (n̂0 = 3, p̂0 = 0.505 in vivo è n̂0 = 5, p̂0 =
0.133 in vitro).

Îáùèé ïîäõîä ê èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðîâ îáîáùåííîãî áè-
íîìà çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñòîÿíñòâå âåðîÿòíîñòè óñïåõà. Â äàííîì
ïðèìåðå

”
óñïåõ“ îçíà÷àåò îáðàçîâàíèå àíîìàëèè, à

”
íåóäà÷à“ ïðî-

èñõîäèò çà ñ÷åò ñîïðîòèâëÿåìîñòè êëåòîê, îäíîé èç ôîðì ïðîÿâëå-
íèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðåïàðàöèÿ. Ïîñëå ïåðâîé íåóäà÷è (ïåðâè÷íîé
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Ðèñ. 3.8. Äèíàìèêà âåðîÿòíîñòåé ðåïàðàöèè.

ðåïàðàöèè) âåðîÿòíîñòè îáðàçîâàíèÿ àíîìàëèè óìåíüøàþòñÿ è èç-
ìåíÿþòñÿ öèêëè÷åñêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïàðàìåòð q1 èíòåðïðåòèðóåò-
ñÿ êàê ïàðàìåòð ïåðâè÷íîé ðåïàðàöèè, q2 è q3 êàê öèêëè÷åñêèå ïà-
ðàìåòðû âòîðè÷íîé ðåïàðàöèè, êîòîðàÿ çàäåéñòâóåòñÿ ïîñëå òîãî,
êàê ñèñòåìà

”
îñîçíàåò“, ÷òî íóæíî ïðåäïðèíèìàòü äîïîëíèòåëüíûå

ìåðû. Áîëåå âûñîêèå q2 õàðàêòåðíû äëÿ ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñðàçó
êîíöåíòðèðóåòñÿ äëÿ îòâåòíîãî óäàðà, à q3 äëÿ òîé, êîòîðàÿ ”

äîëãî
ñîáèðàåòñÿ“. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ p1, p2, p3 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.3.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåïàðàöèè q1, q2, q3 îò äîçû
îáëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.8. Äî óðîâíÿ 20-25 Ãð ïàðàìåòðû
in vivo è in vitro äîâîëüíî ñõîæè. Äëÿ ýêñïåðèìåíòà in vivo õàðàê-
òåðíî ñòóïåí÷àòîå ñíèæåíèå q1 íà óðîâíå 15 Ãð äî 0.6-0.7, q2 íà
óðîâíå 30 Ãð äî 0.4, íà q3 áîëüøå âëèÿåò ñëó÷àéíîñòü. Ó áîëåå
æèçíåñïîñîáíûõ ïîòîìêîâ îêàçûâàåòñÿ áîëåå âûñîêîé âåðîÿòíîñòü
âòîðè÷íîé ðåïàðàöèè q2.
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3.3. Êðèâûå ñàíîãåíåçà

Îäíîé èç âàæíûõ ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ îïè-
ñàíèå ðàñïàäà ñàíîãåíåòè÷åñêèõ èëè çàùèòíûõ ôàêòîðîâ (êðèâîé
ñàíîãåíåçà), èìåþùèõ ìåñòî ïðè õðîíè÷åñêîì çàáîëåâàíèè. Â êà-
÷åñòâå àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè êðèâîé ñàíîãåíåçà â [10] áûëà ïðåä-
ëîæåíà ôóíêöèÿ S(t) = e−ηt cos τt (ðèñ.3.9), êîòîðóþ îòëè÷àþò ïî
êðàéíåé ìåðå äâà ïðåèìóùåñòâà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîäåëü âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ âçàèìîäåéñòâèå óáûâàþùåé ýêñïîíåíòû ñ ïåðèîäè÷åñ-
êè âîññòàíàâëèâàþùåéñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, ÷òî èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàñïàä çàùèòíûõ ñèë â îðãàíèçìå ñ ïåðèî-
äè÷åñêè ïîäêëþ÷àþùåéñÿ åãî êîìïåíñàöèåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïàðàìåòð ÷àñòè÷íîñòè äëÿ äâîéíîé îáðàòíîé ýòîé êðèâîé ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí êàê ïàðàìåòð óïðàâëåíèÿ, ïîñêîëüêó â çàâèñè-
ìîñòè îò íåãî ìåíÿåòñÿ âðåìÿ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ýòîé êðèâîé
íóëåâîãî çíà÷åíèÿ.

Ðèñ. 3.9. Ôóíêöèÿ S(t) = e−ηt cos τt è åå äâîéíàÿ ïðàâàÿ îáðàòíàÿ.

3.3.1. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ÊÌÍÑ ïðîöåññà

Ìîäåëü S(t) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â àíàëèçå äàííûõ òèïà
âðåìåíè æèçíè èëè â îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ êîððåëÿöèîííîé ôóí-
êöèè êîìïëåêñíîãî ìàðêîâñêîãî ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà (ÊÌÍÑ).
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Â êà÷åñòâå âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè ìîãóò ñëóæèòü íàáëþ-
äåíèÿ ïî íåêîððåëèðîâàííûì 6 ïðèçíàêàì: xj(t) = uj(t) + ivj(t),
j = 1, . . . , n, t = 1, . . . , kj , ãäå kj ÷èñëî ïåðâûõ òî÷åê íàáëþäåíèÿ ó
j-ãî èíäèâèäà, ñ íóëåâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è êîâà-
ðèàöèîííîé ôóíêöèåé

B(t) = Exj(k)xj(k + t)∗ = σ2e−η|t|−iτt, η > 0.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ [11] êîìïëåêñíîãî n-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà X ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ µ = (µ1, . . . , µn)T êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöåé Σ èìååò âèä

f(X) =
1

πn|Σ|
exp(−(X − µ)TΣ−1(X − µ)) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r = e−η−iτ = e−η(cos τ − i sin τ) . Åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê îäíîìó
èíäèâèäó â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè X = (X1, . . . , Xm), EXt = 0,
EXtX

∗
t+k = σ2rk, òî êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó R = 1

σ2 Σ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

R =


1 r r2 . . . rm−1

r∗ 1 r . . . rm−2

r∗2 r∗ 1 . . . rm−3

. . . . . . . . . . . . . . .
r∗m−1 r∗m−2 r∗m−3 . . . 1

 . (3.7)

Åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí (1− rr∗)m−1. Äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû, êàê â
ýòîì ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

R−1 =
1

1− rr∗


1 −r 0 0 . . . 0
−r∗ 1 + rr∗ −r 0 . . . 0

0 −r∗ 1 + rr∗ −r . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

 . (3.8)

Ñîáåðåì ïîâòîðíûå íàáëþäåíèÿ â îäèí âåêòîð

X = (x11, . . . , x1k1 , . . . , xn1, . . . , xnkn)T

6Â [10] â êà÷åñòâå êîìïîíåíò ÊÌÍÑ ïðîöåññà ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü
çíà÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ãëàâíûõ êîìïîíåíò. Â ñèëó òîãî, ÷òî â ðàçíûõ
âðåìåííûõ òî÷êàõ ôàêòîðû èíòåðïðåòèðóþòñÿ ÷àñòî íåîäèíàêîâî, îò ýòîé èäåè
ïðèøëîñü îòêàçàòüñÿ.
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äëèíîé N =
n∑
j=1

kj . Êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà ýòîãî âåêòîðà, êàê è

åå îáðàòíàÿ, èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó (ðèñ.3.10) ñ ìàòðèöàìè (3.7),
äëÿ îáðàòíîé (3.8), ïîðÿäêà kj , j = 1, . . . , n, ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè.
Îïðåäåëèòåëü êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ðàâåí σ2N (1 − rr∗)N−n, à
ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L(τ, η, σ2) = (πσ2)−N (1− rr∗)−N+n exp(Q),

ãäå Q =
−A1 − rr∗A2 + rA3 + r∗A∗3

σ2(1− rr∗)
.

Ðèñ. 3.10. Áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû.

Ñòàòèñòèêè A1, A2 è A3 âèäà

A1 =

n∑
j=1

kj∑
i=1

xj(i)
∗xj(i), A2 =

n∑
j=1

kj−1∑
i=2

xj(i)
∗xj(i),

A3 =

n∑
j=1

kj−1∑
i=1

xj(i)
∗xj(i+ 1)

ñîîòâåòñòâåííî èìåþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ:

EA1 =

n∑
j=1

kj∑
i=1

Exj(i)
∗xj(i) = Nσ2,

EA2 =

n∑
j=1

kj−1∑
i=2

Exj(i)
∗xj(i) = (N − 2n)σ2,

EA3 =

n∑
j=1

kj−1∑
i=1

Exj(i)
∗xj(i+ 1) = (N − n)σ2e−η+iτ .
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Ïðåîáðàçóåì ïàðàìåòð η = − ln θ, =⇒ rr∗ = θ2,

lnL = −N ln(πσ2)− (N − n) ln(1− θ2)− f(θ, τ)

σ2(1− θ2)
,

ãäå f(θ, τ) = A1 − 2θZ(τ) +A2θ
2,

Z(τ) = ReA3 cos τ + ImA3 sin τ .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ èìåþò âèä:

Ef(θ, τ) = N(1− θ2)σ2, Ef ′θ(θ, τ) = −2nθσ2,

Ef ′′θ (θ, τ) = 2(N − 2n)σ2,

EZ(τ) = (N − n)θσ2, EZ ′τ (τ) = 0,

EZ ′′(τ) = −(N − n)θσ2 .

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ëîãàðèôìà
ôóíêöèè L:

∂ lnL
∂τ

=
2θZ ′(τ)

σ2(1− θ2)
,

∂ lnL
∂σ2

= −N
σ2

+
f(θ, τ)

σ4(1− θ2)
,

∂ lnL
∂θ

=
2θ(N − n)

1− θ2
− f ′θ(θ, τ)

σ2(1− θ2)
− 2θf(θ, τ)

σ2(1− θ2)2
.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíû
íóëþ. Â [10] ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà ïàðàìåòðà τ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ tg τ̂ = ImA3/ReA3, à â ñëó÷àå ïîëíûõ äàííûõ (kj = k) è
ïðè ñïðàâåäëèâîñòè A1(k− 2) = A2k îöåíêè îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

η̂ = − ln
Z(τ̂)k

A1(k − 1)
è σ̂2 =

A1

kn
. (3.9)

Â ñëó÷àå íåïîëíûõ äàííûõ σ̂2 = f(θ̂,τ̂)

N(1−θ̂2)
, à θ̂ = e−η̂ ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

A2(N − n)θ3 − Z(τ̂)(N − 2n)θ2 − (NA2 + nA1)θ + Z(τ̂)N = 0 .
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3.3.2. Âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè îöåíîê

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà îò ëîãàðèôìà
ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ L è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ.

∂2 lnL
∂τ2

=
2θZ ′′(τ)

σ2(1− θ2)
, E

∂2 lnL
∂τ2

= −2θ2(N − n)

1− θ2
,

E
∂2 lnL
∂τ∂σ2

= 0, E
∂2 lnL
∂τ∂θ

= 0,

∂2 lnL
∂σ2∂σ2

=
N

σ4
− 2f(θ, τ)

σ6(1− θ2)
,

E
∂2 lnL
∂σ2∂σ2

=
N

σ4
− 2N(1− θ2)σ2

σ6(1− θ2)
= −N

σ4
.

∂2 lnL
∂σ2∂θ

=
f ′θ(θ, τ)(1− θ2) + 2θf(θ, τ)

σ4(1− θ2)2
,

E
∂2 lnL
∂σ2∂θ

=
−2nθσ2(1− θ2) + 2θN(1− θ2)σ2

σ4(1− θ2)2
=

2θ(N − n)

σ2(1− θ2)
.

Ïîêàæåì, ÷òî

E
∂2 lnL
∂θ2

= −2(N − n)(1 + θ2)

(1− θ2)2
.

Â âûðàæåíèè äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

∂ lnL
∂θ

=
2(N − n)θσ2 − f ′θ(θ, τ)

σ2(1− θ2)
− 2θf(θ, τ)

σ2(1− θ2)2

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

(1− θ2)(2(N − n)σ2 − f ′′θ ))− (−2θ)(2(N − n)θσ2 − f ′θ)
σ2(1− θ2)2

,

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîãî ðàâíî

(1− θ2)(2(N − n)− 2(N − 2n)) + 2θ(2(N − n)θ + 2nθ)

(1− θ2)2
=

=
2(n(1− θ2) + 2Nθ2)

(1− θ2)2
.

(3.10)
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Ïóñòü U(f, θ) = (f + θf ′)(1− θ2)2 − 2θ(1− θ2)(−2θ)f , òîãäà

∂2 lnL
∂θ2

= − 2U(f, θ)

σ2(1− θ2)4
=

= − 2

σ2(1− θ2)3
{(f + θf ′)(1− θ2) + 4θ2f} ,

E
∂2 lnL
∂θ2

= − 2

σ2(1− θ2)3
{(N(1− θ2)σ2 +

+θ(−2nθσ2))(1− θ2) + 4θ2N(1− θ2)σ2} .

Ñîêðàùàÿ íà σ2 è (1− θ2), ïîëó÷àåì

− 2

(1− θ2)2
{N(1− θ2)− 2nθ2 + 4Nθ2} =

= − 2

(1− θ2)2
{N + 3Nθ2 − 2nθ2} . (3.11)

Ñêëàäûâàÿ (3.10) è (3.11), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

E
∂2 lnL
∂θ2

=
2

(1− θ2)2
{n− nθ2 + 2Nθ2 −N − 3Nθ2 + 2nθ2} =

= −2(N − n)(1 + θ2)

(1− θ2)2
.

Ñîáèðàåì êîìïîíåíòû èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû

I = −

 ∂2 lnL
∂τ2

∂2 lnL
∂τ∂σ2

∂2 lnL
∂τ∂θ

∂2 lnL
∂σ2∂τ

∂2 lnL
∂(σ2)2

∂2 lnL
∂σ2∂τ

∂2 lnL
∂θ∂τ

∂2 lnL
∂θ∂σ2

∂2 lnL
∂θ2

 =

=


2θ2(N−n)

1−θ2 0 0

0 N
σ4 − 2θ(N−n)

σ2(1−θ2)

0 − 2θ(N−n)
σ2(1−θ2)

2(N−n)(1+θ2)
(1−θ2)2


è ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå äèñïåðñèè îöåíîê:

Dτ̂ =
1− θ2

2θ2(N − n)
, Dσ̂2 =

σ4(1 + θ2)

(N − (N − 2n)θ2)
,

Dθ̂ =
N(1− θ2)

2(N − n)(N − (N − 2n)θ2)
.
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3.3.3. Ïðèìåð èç ãåìàòîëîãèè

Â êà÷åñòâå 1-ãî è 2-ãî ôàêòîðîâ ðàññìîòðèì íåêîððåëèðîâàííûå ïðèçíàêè:

ïðîòðîìáèíîâîå âðåìÿ PTT è ïðîòåèí C (èëè S) â ãðóïïàõ áîëüíûõ, êîòîðûì

íàçíà÷åíèå àñïèðèíà ñíÿòî ìåíåå ÷åì çà òðè äíÿ äî îïåðàöèè (ãðóïïà 0), îò 4 äî

8 äíåé (ãðóïïà 1) è áîëåå 9 äíåé (ãðóïïà 2). Â àíàëèç âêëþ÷àþòñÿ âñå áîëüíûå,

ó êîòîðûõ åñòü íàáëþäåíèÿ çà äåíü äî îïåðàöèè, âî âðåìÿ îïåðàöèè è íà

ñëåäóþùèé äåíü ïîñëå îïåðàöèè. Ðàçëè÷èå â îöåíêàõ ïàðàìåòðîâ τ îêàçàëîñü

íåçíà÷èìûìè, à ïî ïàðàìåòðàì θ = e−η èìååòñÿ çíà÷èìîå îòëè÷èå ãðóïïû 0

îò ãðóïï 1 è 2 (òàáë. 3.4).

Òàáëèöà 3.4.

ïðèçíàêè ãðóïïà 0 ãðóïïà 1 ãðóïïà 2
PTT, C 0.2554 0.4576 0.4374
PTT, S 0.2202 0.3967 0.6242

Ðèñ. 3.11. Êðèâûå ñàíîãåíåçà ïî ïðèçíàêàì PTT è C.

Ïðè ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðîâ êðèâîé ñàíîãåíåçà,

ïîñòðîåííîé ïî ïðèçíàêàì PTT è C, â ãðóïïå 0 îòëè÷èå ïî ïàðàìåòðó θ0 =

e−η0 ∈ [0.1010; 0.4098] íåëüçÿ îáúÿñíèòü ñëó÷àéíîñòüþ, òàê êàê θ̂1 = 0.4576 è

θ̂2 = 0.4374 ñîîòâåòñòâåííî â ãðóïïàõ 1 è 2. Íà ðèñ. 3.11 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå

ñàíîãåãåíåçà, ïî êîòîðûì âèäíî, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ êîððåëÿ-

öèîííûå ñâÿçè â ãðóïïå 0 ñ ïîçäíåé îòìåíîé àñïèðèíà. Äëÿ ïðèçíàêîâ PTT è

S âñå àíàëîãè÷íî, θ0 = e−η0 ∈ [0.0636; 0.3769], θ̂1 = 0.3967 è θ̂2 = 0.6248.
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3.4. Ìîäåëè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

3.4.1. Ñèíîíèìèÿ ðàñïðåäåëåíèé

Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðîáëåì â ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå
áèîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå âîçìîæíîñòåé ìåòî-
äîâ, îñíîâàííûõ íà ïðîâåðêå ãèïîòåç î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ. Îñîáåííî
àêòóàëüíî ýòî ñòàíîâèòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè äàííûõ òèïà

”
ìûøöà“

� âûáîðî÷íûõ íàáëþäåíèé, â êîòîðûõ çíà÷èìûé âêëàä â äèñïåð-
ñèþ âíîñÿò ôàêòîðû ñæàòèÿ-ðàñòÿæåíèÿ [30].

Íàïðèìåð, êàê äàííûå òèïà
”
ìûøöà“ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðå-

çóëüòàòû ìîðôîëîãè÷åñêèõ èçìåðåíèé âûñîòû êëåòîê ñåêðåòîðíîãî
ýïèòåëèÿ àëüâåîëû ìîëî÷íîé æåëåçû (ëàêòîöèòîâ) ó ëàêòèðóþ-
ùèõ ìûøåé [21], òàê êàê ôîðìà ýòèõ êëåòîê ïîñòîÿííî ìåíÿåòñÿ
â çàâèñèìîñòè îò ñòàäèè âûðàáîòêè ñåêðåòà. Â ýêñïåðèìåíòàõ ïî
èññëåäîâàíèþ ìîðôîëîãèè ëàêòîöèòîâ ïðè ââåäåíèè ëàáîðàòîðíûì
ìûøàì ïðåïàðàòîâ ïðîñòàãëàíäèíà F2α èëè òèðåîëèáåðèíà áûëè
îáíàðóæåíû çíà÷èìûå ýôôåêòû óâåëè÷åíèÿ âûñîòû ýïèòåëèÿ ïî
ñðàâíåíèþ ñ êîíòðîëåì, õîòÿ âëèÿíèå ýòèõ ïðåïåðàòîâ íà ëàêòàöèþ
ðàçëè÷íî. Â ñèòóàöèè, êîãäà ïðîâåðêà ãèïîòåç î ðàâåíñòâå ñðåä-
íèõ ïî ñóòè îêàçûâàåòñÿ áåñïîëåçíîé, ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèÿ
îáû÷íî ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðîâåðêîé ãèïîòåç îá îäèíàêîâîñòè ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðè çíà÷èìîì èõ îòëè÷èè � ïîèñêîì àäåêâàò-
íîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè.

Çàìå÷åíî, ÷òî äëÿ äàííûõ òèïà
”
ìûøöà“ õàðàêòåðíî óäîâëåò-

âîðèòåëüíîå ñîãëàñèå ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ãàììà-ðàñ-
ïðåäåëåíèåì. Îñîáåííîñòüþ ïîñëåäíåãî ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü åãî
àïïðîêñèìàöèè ñòåïåííûì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì ñ äîñòàòî÷íî øè-
ðîêèì ñïåêòðîì ñòåïåííûõ ïàðàìåòðîâ [30], ò. å. ïðè óäîâëåòâîðè-
òåëüíîì ñîãëàñèè ñ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì ìîæíî ïîëó÷èòü óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå ñðàçó ñ öåëûì ñåìåéñòâîì ñèíîíèìè÷íûõ
ñòåïåííûõ ãàììà ðàñïðåäåëåíèé, ïëîòíîñòü êîòîðûõ èìååò âèä

f(x|κ, β, λ) =
κ

βλΓ(λ)
xκλ−1e−

xκ

β . (3.12)

Ãàììà ðàñïðåäåëåíèå è ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà ÿâëÿþòñÿ ñóùåñò-
âåííûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðè κ = 1 è λ = 1 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòüñÿ ëèáî êîìïëåê-
ñû îöåíîê, ëèáî îöåíêè ïàðàìåòðîâ íîìèíàòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
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êîòîðîå ìîæíî áûëî áû íàçâàòü õàðàêòåðíûì ïðåäñòàâèòåëåì [5].
Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñ ìèíèìàëü-
íîé äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèåé.

Ïðè âîçäåéñòâèè ïðîñòàãëàíäèíà F2α è â êîíòðîëüíîé ãðóïïå
äëÿ êàæäîãî îòäåëüíî âçÿòîãî æèâîòíîãî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âû-
ñîòû ëàêòîöèòîâ óäîâëåòâîðÿåò ñåìåéñòâó ñèíîíèìè÷íûõ ñòåïåí-
íûõ ãàììà ðàñïðåäåëåíèé [30]. Â èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ òèðåîëè-
áåðèíà èìåëî ìåñòî òàêîå æå ñîîòâåòñòâèå. Íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿ-
çàííàÿ ñ îäèíàêîâûì ýôôåêòîì óâåëè÷åíèÿ ñðåäíåé âûñîòû ëàêòî-
öèòîâ ïðè âîçäåéñòâèè ïðîñòàãëàíäèíà F2α è òèðåîëèáåðèíà, óñòðà-
íÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îöåíêè ïàðàìåòðîâ íîìèíàòèâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. Ïîëó÷åíî, ÷òî óêàçàííûå ïðåïàðàòû çíà÷èìî âëèÿþò íà
îöåíêè ïàðàìåòðîâ λ, β è κ, ïðè÷åì ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì,
÷òî, â îáùåì, ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî îñîáåííîñòÿìè èõ ôàðìàêîëî-
ãè÷åñêîãî äåéñòâèÿ.

3.4.2. Èíôîðìàöèîííûå ìåòðèêè

Âûðàæåíèå, ðàâíîå îñíîâíîé êîìïîíåíòå ôóíêöèè ïðàâäîïîäî-
áèÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèåé,

Hii = −
∞∫
−∞

ln fi(x)fi(x)dx . (3.13)

×åðåç âíåñåíèå ðàçíîîáðàçèÿ â èíäåêñû ôóíêöèé îïðåäåëèì ñìå-
øàííóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ýíòðîïèþ

Hij = −
∞∫
−∞

ln fj(x)fi(x)dx . (3.14)

Ñ ïîìîùüþ Hij âûðàæàåòñÿ [17] ðàññòîÿíèå ìåæäó íåïðåðûâíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè Fi(x) è Fj(x):

I1 =

+∞∫
−∞

(fi(x)− fj(x)) ln
fi(x)

fj(x)
dx = (Hij −Hii) + (Hji −Hjj) .

Ðàçíîñòü Hij − Hii (èëè Hji − Hjj) åñòü îòêëîíåíèå ñìåøàííîé
ýíòðîïèè îò èñòèííîé, à ðàçíîñòü Hij −Hjj (èëè Hji−Hii) êàê îò-
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êëîíåíèå ñìåøàííîé ýíòðîïèè îò ãèïîòåòè÷åñêîé íàçûâàåòñÿ ðàñ-
ñòîÿíèåì Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà.

Ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíóþ ìåòðèêó ðàçíîîáðàçèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèé Fi(x) è Fj(x)

I2 =

+∞∫
−∞

(fi(x)− fj(x)) ln(fi(x)fj(x))dx = (Hii −Hjj) + (Hij −Hji),

ñîñòîÿùóþ èç îòêëîíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ýíòðîïèé äðóã îò
äðóãà è èç îòêëîíåíèÿ ñìåøàííûõ ýíòðîïèé äðóã îò äðóãà. Î÷å-
âèäíî, I2 = (Hij−Hjj)− (Hji−Hii), òî åñòü ìåòðèêà I2 íå ÿâëÿåòñÿ
ðàññòîÿíèåì â îáû÷íîì ñìûñëå è ðàâíà íóëþ, êîãäà îäèíàêîâû
ðàçíîñòè ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè ýíòðîïèÿìè ðàñïðåäåëåíèé è
ñìåøàííûìè ýíòðîïèÿìè, îáóñëîâëåííûìè èõ îøèáî÷íûì ïðåäïî-
ëîæåíèåì. Ðàññòîÿíèå I1 áóäåì íàçûâàòü êèíåòè÷åñêîé ìåòðèêîé,
à õàðàêòåðèñòèêó I2 ïîòåíöèàëüíîé ìåòðèêîé ðàçíîîáðàçèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèé.

3.4.3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñèíîíèìè÷íûõ

ñòåïåííûõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå γ(α, λ)
ñ ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà α (èíòåíñèâíîñòè) è ïàðàìåòðîì ôîðìû λ

(ýêñòåíñèâíîñòè). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X = ξ
1
κ , κ > 0, èìååò

ñòåïåííîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå γp(α, λ, κ) ñ ïëîòíîñòüþ

fp(x|α, λ, κ) =
καλ

Γ(λ)
xκλ−1e−αx

κ

, (3.15)

ãäå ÷åðåç Γ(λ) =
∞∫
0

xλ−1e−xdx îáîçíà÷åíà ãàììà-ôóíêöèÿ.

Äëÿ âåëè÷èí X1 è X2, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå γp(α1, λ1, κi) è
γp(α2, λ2, κ2) ñîîòâåòñòâåííî, ñìåøàííàÿ ýíòðîïèÿ H12 èìååò âèä

H12 = −(lnκ2 + λ2 lnα2 − ln Γ(λ2))−
−(κ2λ2 − 1)E lnX1 + α2EX

κ2
1 , (3.16)

ãäå ëîãàðèôìè÷åñêèé è ñòåïåííîé ìîìåíòû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

E lnX1 =
1

κ1
(ψ(λ1)− lnα1) , EXκ2

1 =
Γ(λ1 + κ2

κ1
)

Γ(λ1)α
κ2
κ1
1

. (3.17)
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×åðåç ψ(z) = Γ′(z)
Γ(z) îáîçíà÷åíà äèãàììà-ôóíêöèÿ èëè ïðîèçâîäíàÿ

îò ëîãàðèôìà ãàììà-ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 18. Ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f2(x) ñèíîíèìè÷-
íî ñ îäíîñòîðîííèì óðîâíåì ñèíîíèìèè δ1 ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîò-

íîñòüþ f1(x), òî åñòü f2(x)
δ1
. f1(x), åñëè H12 −H11 < δ1. Àíàëî-

ãè÷íî îïðåäåëÿåì f2(x)
δ2
/ f1(x). Åñëè H12−H11 < δ1 è H21−H22 <

δ2 îäíîâðåìåííî, òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòÿìè f1(x) è f2(x)

ñèíîíèìè÷íû f1(x)
δ
./ f2(x) ñ óðîâíåì ñèíîíèìèè δ = δ1 + δ2.

Ïóñòü X1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå f1(x) = γp(x|α1, λ1, κ1). Ïîñðåä-
ñòâîì ìèíèìèçàöèè H12 − H11 → min íàéäåì ïàðàìåòðû ñèíîíè-
ìè÷íîãî ñòåïåííîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ f2(x) = γp(x|α2, λ2, κ2).

Ïðåäëîæåíèå 12. Ñèñòåìà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñìåøàí-
íîé äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå óðàâíåíèé,
ñâÿçûâàþùåé ñòåïåííûå è ëîãàðèôìè÷åñêèå ìîìåíòû ñòåïåííûõ
ãàììà ðàñïðåäåëåíèé, à òàêæå èõ êîâàðèàöèè, òî åñòü

∂H12

∂α2
= 0

∂H12

∂κ2
= 0

∂H12

∂λ2
= 0

⇐⇒

⇐⇒



λ2

α2
= EXκ2

2 = EXκ2
1 ;

α−1
2 = cov(Xκ2

2 , lnXκ2
2 ) = cov(Xκ2

1 , lnXκ2
1 );

E lnX1 = E lnX2.

(3.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðîâàíèå H12 ïî ïàðàìåòðó α2 ïðè-
âîäèò ê âûðàæåíèþ

∂H12

∂α2
= −λ2

α2
+ EXκ2

1 = 0 ⇔ EXκ2
1 =

λ2

α2
= EXκ2

2 , (3.19)

è ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî ïàðà-
ìåòðàì κ2 è λ2 âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì

H12 = −
∞∫

0

ln f2(x|α2, λ2, κ2)f1(x|α1, λ1, κ1)dx.
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Âû÷èñëèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂H12

∂κ2
= −

∞∫
0

∂f2(x|α2, λ2, κ2)

∂κ2

f1(x|α1, λ1, κ1)

f2(x|α2, λ2, κ2)
dx =

= −
∞∫

0

(
1

κ2
+ λ2 lnx− α2

κ2
lnxκ2 · xκ2)f1(x)dx =

= − 1

κ2
− λ2

κ2
E lnXκ2

1 +
α2

κ2
E(lnXκ2

1 ·X
κ2
1 ) = 0 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

α−1
2 = E(lnXκ2

1 ·X
κ2
1 )− λ2

κ2
·E lnXκ2

1 .

Ïðè ðàâåíñòâå ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ (3.19) èìååì

α−1
2 = cov(Xκ2

1 ; lnXκ2
1 ).

∂H12

∂λ2
= −

∞∫
0

(lnα2 + ψ(λ2) + κ2 lnx)f1(x)dx =

= − lnα2 + ψ(λ2)− κ2E lnX1 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ E lnX1 =
ψ(λ2)− lnα2

κ2
= E lnX2. �

Ñèñòåìà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò òðèâèàëüíîå òî÷íîå ðåøå-
íèå ïðè κ2 = κ1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü èìåþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1 è X2, ðàñ-

ïðåäåëåííûå ïî γp(α1, λ1, κ1) è γp(α2, λ2, κ2), f2(x)
δ1
. f1(x). Òîãäà

ïàðàìåòðû α2 è λ2 äëÿ ëþáîãî κ2 > 0 è θ = κ2

κ1
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

α1, λ1 è κ1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ2 = (θ (ψ (λ1 + θ)− ψ(λ1)))
−1
, (3.20)

α2 =
λ2α

θ
1Γ(λ1)

Γ (λ1 + θ)
. (3.21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå (3.21) ïîëó÷àåì èç (3.18).

EXκ2
2 =

λ2

α2
= EXκ2

2

(3.18)
= EXκ2

1

(3.17)
=

Γ
(
λ1 + κ2

κ1

)
α
κ2
κ1
1 Γ(λ1)

.

Ôîðìóëó (3.20) ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ ñìåøàííûé ëîãàðèôìè÷åñ-
êèé ìîìåíò

E(Xκ2
1 · lnX

κ2
1 ) =

κ2

κ1
·

Γ
(
λ1 + κ2

κ1

)
α
κ2
κ1
1 Γ(λ1)

(
ψ

(
λ1 +

κ2

κ1

)
− lnα1

)
,

à òàêæå EXκ2
1 è E lnXκ2

1 èç (3.17) â âûðàæåíèå

α−1
2 = cov(Xκ2

2 , lnXκ2
2 )

(3.18)
= cov(Xκ2

1 , lnXκ2
1 ) =

= E(Xκ2
1 · lnX

κ2
1 )−EXκ2

1 E lnXκ2
1 . �

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ íîìèíàòèâíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñíà÷àëà ïî âûáîðî÷íûì äàííûì îöåíèâàþòñÿ ïàðàìåòðû
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ γp(α1, λ1, 1), à çàòåì, èç ñèíîíèìè÷íûõ ñòå-
ïåííûõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé γp(α2, λ2, κ2), ñîãëàñíî ñëåä. 1, âûáè-
ðàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñ ìèíèìàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïè-
åé H22. Â [30] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â ñëó÷àå λ > 1 äëÿ ñòåïåííî-
ãî ïàðàìåòðà íîìèíàòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâî îãðàíè-
÷åíèå 0.75 < κ ≤ 1. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ ìèíèìàëüíîñòü H22

ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó äëÿ ìåòðèêè I2, îòêóäà áûëî ïîëó÷åíî
ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå κ = 0.75 [5].

3.5. Ïðèìåíåíèå ñèíîíèìè÷íûõ

ðàñïðåäåëåíèé â ôèçèîëîãèè

Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïðåïàðàòîâ ïðîñòàãëàíäèíà F2α è òèðåîëè-
áåðèíà áûëî âûïîëíåíî íà 38 ëàêòèðóþùèõ áåëûõ ìûøàõ (ïèòîì-
íèê ÐÀÌÍ

”
Ðàïïîëîâî“), ìàññîé 30�35 ã, ñîîòâåòñòâåííî ïî 15 è

23 æèâîòíûõ â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå. Êàæäàÿ ñàìêà ñ ïîòîìñòâîì
ñîäåðæàëàñü â îòäåëüíîé êëåòêå ñî ñâîáîäíûì äîñòóïîì ê ïèùå è
âîäå â ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ âèâàðèÿ ïðè 20 ± 2◦C. Êîëè÷åñòâî
ìûøàò â ïîìåòå ñîñòàâëÿëî îò 2 äî 12.
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Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ïðîñòàãëàíäèíà
F2α íà ñòàíîâëåíèå ëàêòàöèè ïÿòè æèâîòíûì ïåðâîé îïûòíîé ãðóï-
ïû P1 åãî ââîäèëè îäíîêðàòíî íà 3�4-é äåíü ëàêòàöèè â ïîñëåäíèé
ìîëîçèâíûé ïåðèîä ëàêòîãåíåçà, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ âî âðåìÿ áå-
ðåìåííîñòè è ê 3�4-ìó äíþ ëàêòàöèè çàâåðøàåòñÿ. Ïðè èçó÷åíèè
âëèÿíèÿ ïðîñòàãëàíäèíà íà âñêàðìëèâàíèå ïîòîìñòâà ïÿòè æèâîò-
íûì âòîðîé îïûòíîé ãðóïïû P2 âåùåñòâî ââîäèëè â ïåðèîä ëàê-
òîïîýçà (10�11-é äåíü ëàêòàöèè). Â êîíòðîëüíîé ãðóïïå P0 ïÿòü
æèâîòíûõ âñêàðìëèâàëè ïîòîìñòâî áåç êàêèõ-ëèáî ïðåïàðàòîâ.

Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå äåñÿòè ìûøàì (ãðóïïà T1) ñî 2-ãî ïî
12-é äåíü ëàêòàöèè ñ òðåõäíåâíîé îòìåíîé ïðåïàðàòà ñ 6 ïî 8-é äåíü
ââîäèëñÿ òèðåîëèáåðèí â êîíöåíòðàöèè 10−6 ììîëü/ìë, äðóãèì ÷å-
òûðåì (ãðóïïà T2) â êîíöåíòðàöèè 10−10 ììîëü/ìë. Òèðåîëèáåðèí
â êîíöåíòðàöèè 10−10 ììîëü/ìë â îòëè÷èå îò 10−6 ììîëü/ìë íå
âëèÿåò íà ïîâûøåíèå óðîâíÿ ãîðìîíîâ, âûðàáàòûâàåìûõ â ùèòî-
âèäíîé æåëåçå. Êîíòðîëüíóþ ãðóïïó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T0

(ïÿòü ìûøåé). Â äíè ââåäåíèÿ òèðåîëèáåðèíà ÷åòûðåì ìûøàì ââî-
äèëñÿ ôèçèîëîãè÷åñêèé ðàñòâîð (ãðóïïà Tss).

Ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èíòåðàêòèâíîãî àíàëèçà èçîáðàæåíèÿ
”
Âè-

äåîÒåñò“ (ÈÑÒÀ-ÂèäåîÒåñò, Ðîññèÿ) ïðîâîäèëñÿ ìîðôîìåòðè÷åñ-
êèé àíàëèç ãèñòîëîãè÷åñêèõ ïðåïàðàòîâ (ïîëóòîíêèå ñðåçû) ìî-
ëî÷íîé æåëåçû ìûøè: èçìåðÿëè ìàêñèìàëüíûé (d1), ìèíèìàëü-
íûé (d2) äèàìåòðû àëüâåîëû è âûñîòó ñåêðåòîðíîãî ýïèòåëèÿ (W )
êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà áàçàëüíîé è àïè-
êàëüíîé ìåìáðàíàõ. Ïîä äèàìåòðîì àëüâåîëû ïîíèìàëè âåëè÷è-
íó d = d1+d2

2 . Íà êàæäîì ïðåäìåòíîì ñòåêëå ðàñïîëàãàëè ïî 5�6
ïîëóòîíêèõ ñðåçîâ ôèêñèðîâàííîé òêàíè ìîëî÷íîé æåëåçû. Êîëè-
÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè â ìèêðîìåòðàõ èçìåðÿëèñü â 10 ñëó÷àéíî
âûáðàííûõ ïîëÿõ çðåíèÿ. Â êàæäîì ïîëå çðåíèÿ èçìåðÿëè äèàìåòð
âñåõ èìåþùèõñÿ àëüâåîë.

Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íà îäíîì ïðåäìåòíîì ñòåêëå îáùåå êî-
ëè÷åñòâî èçìåðåíèé äëÿ d1 è d2 ñîñòàâëÿëî îò 50 äî 60. Íà êàæäîì
ñðåçå ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðîâîäèëè 40 èçìåðåíèé âûñîòû ëàêòîöè-
òîâ, ò. å. íà îäíîì ïðåäìåòíîì ñòåêëå îáùåå êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé
äëÿW ñîñòàâëÿëî îò 200 äî 240. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå â êàæäîì
ïðåïàðàòå îáû÷íî íàõîäèëîñü îò 15 äî 35 àëüâåîë, âûñîòà W èçìå-
ðÿëàñü ó 50 ëàêòîöèòîâ â ðàçíûõ àëüâåîëàõ.
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3.5.1. Èçìåðåíèÿ è àíàëèç ïðèáàâêè âåñà

Èçìåíåíèå îáùåãî âåñà ïîòîìñòâà ó êàæäîé ñàìêè îïðåäåëÿ-
ëè ïóòåì åæåäíåâíîãî òðåõêðàòíîãî ñ óñðåäíåíèåì âçâåøèâàíèÿ
ìûøàò íà ýëåêòðîííûõ âåñàõ

”
Sartorius-1602 MP“ ñ òî÷íîñòüþ èç-

ìåðåíèÿ 10 ìã. ×åðåç S(t) áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíèé âåñ îäíîãî
ìûøîíêà â t-é äåíü. Ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ òèðåîëèáåðèíà
â ñâÿçè ñ îòìåíîé ïðåïàðàòà ñ 6 ïî 8-é äåíü äàííûå î âçâåøèâà-
íèè îòñóòñòâóþò. Ïðè ââåäåíèè òèðåîëèáåðèíà íàáëþäàåòñÿ áîëåå

âûðàæåííàÿ äèíàìèêà ïðèâåñîâ S(t)
S(t−1) â ïåðâûå 5 äíåé ýòîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.12, äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü âåðî-
ÿòíîñòè ýôôåêòà âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðîâ âðåìåíè è ïðåïàðàòà
ðàâåí p = 0.00002.

Ðèñ. 3.12. Çàâèñèìîñòü ïðèâåñîâ îò òèðåîëèáåðèíà.

Ïîñêîëüêó óâåëè÷åíèå ñðåäíåãî âåñà îäíîãî ìûøîíêà íîñèò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð S(t) = σeµt+ε, ãäå ε � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà,
â êà÷åñòâå èòîãîâîé õàðàêòåðèñòèêè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòð
èíòåíñèâíîñòè ïðèâåñîâ µ = (lnS(t))′. Åãî îöåíêîé ÿâëÿåòñÿ ëî-

ãàðèôì óñðåäíåííîé ïî âðåìåíè õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåñîâ S(t+1)
S(t) .

Ïðè ââåäåíèè òèðåîëèáåðèíà µ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðâûì ïÿòè äíÿì,
ïðîñòàãëàíäèíà F2α â ïåðèîä ëàêòîãåíåçà � ñ 3-ãî ïî 7-é äåíü, â
ïåðèîä ëàêòîïîýçà èñïîëüçîâàëîñü ïîñëåäíåå îòíîøåíèå âåñîâ.
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3.5.2. Ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè

ìîðôîëîãè÷åñêèõ äàííûõ

Ïî äàííûì î âûñîòå ñåêðåòîðíîãî ýïèòåëèÿ W ó êàæäîãî æè-
âîòíîãî ïî îòäåëüíîñòè âû÷èñëÿëèñü îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà B è ôîðìû Λ ãàììà-ðàñïðåäåëå-
íèÿ è ïðîâåðÿëîñü åãî ñîãëàñèå. Ïàðàìåòðû β è λ ñèíîíèìè÷íûõ
ñòåïåííûõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé ïî çàäàííîìó κ âû÷èñëÿëèñü ïî
ôîðìóëàì (3.20) è (3.21). Ïàðàìåòð κ íîìèíàòèâíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ îöåíèâàëñÿ ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû, íàïèñàííîé íà V isualC +
+6.0, èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè

H(κ,β, λ) = λ+ ln Γ(λ)− λψ(λ)− lnκ+
ψ(λ) + lnβ

κ
(3.22)

ñòåïåííîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, ñèíîíèìè÷íîãî ãàììà-ðàñïðåäå-
ëåíèþ. Ïîñëå òîãî êàê ïîëó÷åí ïàðàìåòð κ íîìèíàòèâíîãî ðàñïðå-

Ðèñ. 3.13. Çàâèñèìîñòü β îò ïðîñòàãëàíäèíà.

äåëåíèÿ, îöåíêà ïàðàìåòðà β ìîæåò áûòü ïåðåñ÷èòàíà ñ ó÷åòîì âñåõ
ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé. Èç (3.18) ñëåäóåò, ÷òî

β = E(Wκ −EWκ)(lnWκ −E lnWκ).
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Äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ W ðàññìîòðèì åãî ïðåîáðàçîâàíèå

Z = κ(Wκ −EWκ)(lnW −E lnW ), (3.23)

ãäå â êà÷åñòâå îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé EWκ è E lnW
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îò
Wκ è ëîãàðèôì ñðåäíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî îòW . Ïîñêîëüêó ñðåäíåå
çíà÷åíèå Z ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ïàðàìåòðà β, âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü
ñðàâíèâàòü ïàðàìåòðû èíòåíñèâíîñòè âûðàáîòêè ñåêðåòà íà âûáîð-
êàõ áîëüøåãî îáúåìà.

Ïðè èññëåäîâàíèè âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè èñïîëüçîâà-
ëèñü êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè Ïèðñîíà R, Ñïèðìåíà Rs è Êåí-
äàëëà Rτ . Çíà÷èìîñòè îòëè÷èÿ ïî ñðåäíèì ïîêàçàòåëÿì âû÷èñëÿ-
ëèñü ïî êðèòåðèÿì Ôèøåðà (îäíîôàêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíà-
ëèç) è Ìàííà�Óèòíè. Äèíàìèêó ïðèâåñîâ èññëåäîâàëè ïðè ïîìîùè
äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà äëÿ ïëàíîâ ñ ðàñùåïëåííûìè áëîêàìè [29].

Ðèñ. 3.14. Çàâèñèìîñòü ïðèâåñîâ îò èíòåíñèâíîñòè β.

3.5.3. Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèÿ

Ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåç îäíîðîäíîñòè ìîðôîëîãè÷åñêèõ äàííûõ â
ýêñïåðèìåíòå ñ ïðîñòàãëàíäèíîì ïîëó÷àåì çíà÷èìîå óâåëè÷åíèå
äèàìåòðà àëüâåîëû ïðè ââåäåíèè ïðîñòàãëàíäèíà: 130.97 ± 3.6 â
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ãðóïïàõ P1, P2 ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïîé P0 êîíòðîëÿ 113.45 ± 4.83,
à òàêæå çíà÷èìîå îòëè÷èå ñðåäíåé âûñîòû ýïèòåëèÿ âî âñåõ òðåõ
ãðóïïàõ: 20.33± 0.41 (ââåäåíèå ïðîñòàãëàíäèíà â ïåðèîä ëàêòîïîý-
çà), 29.18 ± 0.55 (â ïåðèîä ëàêòîãåíåçà), 17.93 ± 0.74 (êîíòðîëüíàÿ
ãðóïïà).

Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå ìåæäó ãðóïïàìè T0 è Tss çíà÷èìûõ îò-
ëè÷èé ïî ìîðôîëîãè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàìW , d1 è d2 íå áûëî îá-
íàðóæåíî (p > 0.3). Ïðè óìåíüøåíèè êîíöåíòðàöèè òèðåîëèáåðèíà
äèàìåòðû àëüâåîë óâåëè÷èâàþòñÿ ñ 58.93 ± 1.10 äî 77.91 ± 1.70,
ïðè÷åì, çíà÷èìî.

Ïî âûñîòå ýïèòåëèÿ ãðóïïû T1 è T2 ñ ðàçíûìè êîíöåíòðàöèÿìè
òåðèîëèáåðèíà çíà÷èìî íå îòëè÷àþòñÿ: 8.08± 0.19 ïðè êîíöåíòðà-
öèè 10−6 ììîëü/ìë è 7.62 ± 0.26 ïðè 10−10 ììîëü/ìë. Îáúåäèíÿÿ
îäíîðîäíûå äàííûå, ïîëó÷àåì ñðåäíþþ âûñîòó ýïèòåëèÿ â ãðóïïå
ââåäåíèÿ òåðèîëèáåðèíà 7.95±0.16, êîòîðàÿ çíà÷èìî âûøå ñðåäíåé
âûñîòû ýïèòåëèÿ 5.73± 0.13 â êîíòðîëå, à òàêæå ñðåäíèé äèàìåòð
àëüâåîëû 67.8 ± 1.13, êîòîðûé çíà÷èìî âûøå ñðåäíåãî äèàìåòðà
àëüâåîëû 48.66± 0.87 â ãðóïïå êîíòðîëÿ T0.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ýêñïåðèìåíòàõ ââåäåíèå ïðåïàðàòîâ òå-
ðèîëèáåðèíà è ïðîñòàãëàíäèíà F2α ïðèâåëî ê îäèíàêîâî çíà÷èìîìó
óâåëè÷åíèþ ñðåäíåé âûñîòû ýïèòåëèÿ è äèàìåòðà àëüâåîëû.

3.5.4. Èíòåðïðåòàöèÿ ïàðàìåòðîâ

íîìèíàòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñîïîñòàâèì ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñðåäíåé âûñîòû ýïèòåëèÿ w̄,
óñðåäíåííîãî äèàìåòðà àëüâåîëû d̄ è îöåíêó ëîãàðèôìè÷åñêîé ïð-
èçâîäíîé µ ñðåäíåãî âåñà, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà îäíîãî ìûøîíêà, ñ
îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ κ, λ è β íîìèíàòèâíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîëó-
÷åííûõ èç èññëåäîâàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé âûñîòû W
êàæäîãî æèâîòíîãî (òàáë. 3.5).

Ïîëîæèòåëüíûå êîððåëÿöèè (ðèñ. 3.14) ìåæäó èíòåíñèâíîñòüþ
ïðèâåñîâ µ è ïàðàìåòðîì èíòåíñèâíîñòè β äàþò âñå îñíîâàíèÿ äëÿ
èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòðà β êàê õàðàêòåðèñòèêè èíòåíñèâíîñòè âû-
ðàáîòêè ñåêðåòà. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà ðàâ-
íà R = 0.62, p = 0.035, âî âòîðîì R = 0.47, p = 0.01. Çíà÷èìîñòè
ïî Êåíäàëëó ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî p = 0.012 è p = 0.022.

Ïàðàìåòð λ òàêæå îòâå÷àåò çà óâåëè÷åíèå âûñîòû ýïèòåëèÿ, íî
íå ñâÿçàííîãî ñ âûðàáîòêîé ñåêðåòà. Ýòî õîðîøî âèäíî èç ðåçóëü-
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Òàáëèöà 3.5.

Êîä
ãðóïïû w̄ κ λ β d̄ µ

Òèðåîëèáåðèí (êîíòðîëü)
1 5.102 0.752 6.921 0.481 67.62 0.179
1 5.141 0.750 15.610 0.217 45.64 0.209
1 6.343 0.751 8.403 0.468 49.91 0.188
1 6.090 0.751 8.596 0.444 48.39 0.203
1 6.158 0.751 10.751 0.359 45.94 0.179

Òèðåîëèáåðèí (ôèç. ðàñòâîð)
2 5.783 0.751 11.188 0.329 50.36 0.161
2 5.129 0.753 6.080 0.549 45.59 0.198
2 5.565 0.751 10.072 0.355 51.27 0.128
2 6.409 0.751 11.111 0.358 46.55 0.212

Òèðåîëèáåðèí (10−6 ììîëü/ìë)
3 6.750 0.753 6.466 0.635 54.95 0.223
3 11.909 0.751 10.233 0.618 47.28 0.209
3 10.971 0.751 8.517 0.697 64.03 0.243
3 9.514 0.752 6.948 0.766 65.58 0.209
3 6.223 0.753 5.849 0.660 69.84 0.319
3 6.280 0.752 6.818 0.571 56.89 0.294
3 8.533 0.754 5.622 0.871 57.40 0.319
3 7.381 0.751 9.522 0.463 60.79 0.294
3 5.935 0.752 7.806 0.479 64.23 0.297
3 7.271 0.751 8.697 0.501 55.29 0.315

Òèðåîëèáåðèí (10−10 ììîëü/ìë)
4 8.411 0.751 8.931 0.545 67.50 0.277
4 7.250 0.753 6.453 0.672 77.11 0.275
4 7.744 0.754 5.172 0.879 81.08 0.237
4 7.076 0.751 10.093 0.424 85.68 0.242

Ïðîñòàãëàíäèí F2α (ëàêòîïîýç)
6 23.086 0.752 7.783 1.333 128.70 -0.018
6 21.705 0.752 6.578 1.504 118.79 0.120
6 16.572 0.751 8.520 0.950 143.61 0.070

Ïðîñòàãëàíäèí F2α (êîíòðîëü)
5 18.487 0.755 4.827 1.817 105.39 0.176
5 12.462 0.753 5.777 1.127 121.51 0.089

Ïðîñòàãëàíäèí F2α (ëàêòîãåíåç)
7 28.067 0.753 5.710 2.103 137.07 0.137
7 23.023 0.753 6.338 1.630 122.49 0.122
7 28.908 0.752 6.718 1.827 130.64 0.149
7 36.751 0.751 8.366 1.759 136.06 0.103
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Ðèñ. 3.15. Çàâèñèìîñòü β îò ïðèâåñîâ â ýêñïåðèìåíòå 2.

òàòîâ ìèêðîñêîïè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ óëüòðàñòðóêòóðíûõ èçìå-
íåíèé ëàêòîöèòîâ. Ââåäåíèå ïðîñòàãëàíäèíà F2α ïðèâåëî ê èçìåíå-
íèþ ôîðìû êëåòîê: îíè ïðèîáðåëè áîëåå âûòÿíóòóþ öèëëèíäðè÷åñ-
êóþ ôîðìó. Îòìå÷àëèñü õàðàêòåðíûå ïðèçíàêè íàáóõàíèÿ â ñòðóê-
òóðå ìèòîõîíäðèé. Â öèòîïëàçìå ëàêòîöèòîâ ðàñïîëàãàëèñü êðóï-
íûå ôàãîñîìû, î êîòîðûõ èçâåñòíî, ÷òî ýòè îðãàíîèäû íå âêëþ÷à-
þòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ñåêðåòîðíûé ïðîöåññ è ïîÿâëÿþòñÿ ëèøü
â òå ïåðèîäû æèçíè æåëåçèñòîãî ýïèòåëèÿ, êîãäà âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü çíà÷èòåëüíîãî ðàçðóøåíèÿ è óäàëåíèÿ êëåòî÷íîãî ìàòå-
ðèàëà ïðè èíâîëþöèè îðãàíà. Òàêèì îáðàçîì, óëüòðàñòðóêòóðíûå
èçìåíåíèÿ ñâèäåòåëüñòâîâàëè î âîçìîæíîì ñíèæåíèè ñèíòåòè÷åñ-
êîé àêòèâíîñòè è íà÷àëüíîé ñòàäèè ãèáåëè ñåêðåòîðíîé êëåòêè.
Òèðåîëèáåðèí, íàîáîðîò, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïàðàìåòðà λ, ÷òî
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîâûøåíèå ñèíòåòè÷åñêîé àêòèâíîñòè.

Ïàðàìåòð κ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ýëàñòè÷íîñòü. Åñëè ââåñòè
ïîðÿäêîâûé ïðèçíàê ñ ãðàäàöèÿìè: 0 � ââåäåíèå ïðîñòàãëàíèíà â
ïåðèîä ëàêòîïîýçà, 1 � â ïåðèîä ëàêòîãåíåçà, 2 � îòñóòñòâèå âëè-
ÿíèÿ ïðåïàðàòà, òî ìîæíî îáíàðóæèòü åãî çíà÷èìûå êîððåëÿöèè ñ
ïàðàìåòðîì κ (Rτ = 0.59, p = 0.022). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì ìåíüøå
âðåìåíè ïðîøëî ñ ìîìåíòà ââåäåíèÿ ïðîñòàãëàíäèíà, òåì ìåíüøå
ýëàñòè÷íîñòü.

Ââåäåíèå òåðèîëèáåðèíà, íàîáîðîò, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïî-
êàçàòåëÿ ýëàñòè÷íîñòè (Rs = 0.42, p = 0.048), çíà÷èìîñòü ïî êðèòå-
ðèþ Ìàííà�Óèòíè ðàâíà p = 0.0508.
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3.6. Äâóìåðíîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå

Ê ìîäåëè äâóìåðíîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèøëîñü îáðàòèòü-
ñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïî àíàëèçó óñðåäíåííûõ èììóíîëîãè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê íå óäàëîñü âûÿâèòü íèêàêèõ çíà÷èìûõ ðàçëè÷èé â
ðàáîòå èììóíèòåòà îíêîëîãè÷åñêèõ áîëüíûõ ñ ðàçíûìè ôîðìàìè
ïðîãðåññèðîâàíèÿ çàáîëåâàíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ýôôåêò ëå÷åíèÿ â
áîëüøåé ñòåïåíè çàâèñèò íå îò òîãî, êàêèì ðåñóðñîì îáëàäàåò èì-
ìóíèòåò, à îò òîãî, íàñêîëüêî èíòåíñèâíî ýòîò ðåñóðñ çàäåéñòâîâàí.

3.6.1. Àääèòèâíàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì òðè íåçàâèñèìûå ãàììà-ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû X0, X1, X2 ñ ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà, ðàâíûì 1, è ïàðà-
ìåòðàìè ýêñòåíñèâíîñòè, ðàâíûìè λ0, λ1, λ2, è ïîñòðîèì èç íèõ äâå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Y1 = X0 +X1, Y2 = X0 +X2,

êîòîðûå çà ñ÷åò àääèòèâíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàíóòñÿ ãàì-
ìà ðàñïðåäåëåííûìè ñ ïàðàìåòðàìè ôîðìû λ0 + λ1 è λ0 + λ2, íî
îêàæóòñÿ êîððåëèðîâàííûìè ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè

% = %(Y1, Y2) =
λ0√

(λ0 + λ1)(λ0 + λ2)
,

òàê êàê EY1Y2 −EY1EY2 = E(X0 +X1)(X0 +X2)−

−(λ0 + λ1)(λ0 + λ2) = DX0 + (EX0)2 + λ0λ1 + λ0λ2 + λ1λ2 −
−(λ0 + λ1)(λ0 + λ2) = λ0 .

Ïîñìîòðèì íà ýòî ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò-
ñÿ äâå ãàììà-ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y0 è Y1 ñ åäè-
íè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ìàñøòàáà, ðàâíûìè åäèíèöå, ñ ïàðàìåòðàìè
ôîðìû

Λ1 = λ0 + λ1, Λ2 = λ0 + λ2

è ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè %. Òîãäà ñëåäóþùèì îáðàçîì ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ïàðàìåòðû ñêðûòûõ ýêñòåíñèâíîñòåé:

λ0 = %
√

Λ1Λ2, λ1 = Λ1 − %
√

Λ1Λ2, λ2 = Λ2 − %
√

Λ1Λ2 . (3.24)
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3.6.2. Ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü íåçàâèñèìûõ ãàììà-ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí X0, X1, X2 èìååò âèä

f3(x0, x1, x2) = C1x
λ0−1
0 xλ1−1

1 xλ2−1
2 e−(x0+x1+x2), (3.25)

C1 =
1

Γ(λ0)Γ(λ1)Γ(λ2)
, x0, x1, x2 > 0.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

 u = x0 + x1

v = x0 + x2

t = x0

⇐⇒

 x0 = t
x1 = u− t
x2 = v − t

ñ ßêîáèàíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ

|J | =

∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 .

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç T = min(u, v), ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèå äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåëè÷èí Y1 è Y2

f2(u, v) = C1

T∫
0

tλ0−1(u− t)λ1−1(v − t)λ2−1e−(u+v−t)dt. (3.26)

Ïóñòü u < v. Ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó â ðÿä et =
∞∑
n=0

tn

n! , âûíåñåì çà

çíàê èíòåãðàëà C2 = C2(u, v) = 1
n!e
−(u+v), C = C1C2.

f2(u, v) = C

∞∑
n=0

u∫
0

tn+λ0−1(u− t)λ1−1(v − t)λ2−1dt .
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Åñëè çàìåíèòü t íà su, òî ïîëó÷èì f2(u, v) =

= C

∞∑
n=0

ur(n)−1vλ2−1

1∫
0

sn+λ0−1(1− s)λ1−1
(

1− su

v

)λ2−1

ds =

= C

∞∑
n=0

C3(n)C4(n)2F1

(
α, β; γ,

u

v

)
, ãäå r(n) = n+ λ0 + λ1,

2F1 (α, β; γ, z) =
Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − β)

1∫
0

tβ−1(1− t)γ−β−1(1− tz)−αdt

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà,

C3(n) = un+λ0+λ1−1vλ2−1, C4(n) =
Γ(β)Γ(γ − β)

Γ(γ)
,

α = −λ2 + 1, β = λ0 + n, γ = λ0 + λ1 + n.

Âûðàæåíèå ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îöåí-
êè ïàðàìåòðîâ λ0, λ1, λ2 ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

3.6.3. Îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè (3.26) è äëÿ ìîìåíòîâ ãàì-
ìà-ðàñïðåäåëåíèÿ γ(1, λ), êîòîðûå èìåþò âèä

µ2 = λ, µ3 = 2λ, µ4 = 3λ(λ+ 2),

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî öåíòðàëüíûå ìîìåíòû äâóìåðíîãî ãàììà
ðàñïðåäåëåíèÿ (3.26) ñ åäèíè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ìàñøòàáà, íåîá-
õîäèìûå â çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè îöåíîê
ïàðàìåòðîâ êàê ôóíêöèé îò ìîìåíòîâ [16], ðàâíû

µ11 = λ0,

µ12 = µ21 = 2λ0, (3.27)

µ22 = 2λ2
0 + 6λ0 + (λ0 + λ1)((λ0 + λ2) .

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà íàáëþäåíèé (x11, x21), . . . , (x1n, x2n) ñ ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ (3.26). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄i, i = 0; 1, âûáîðî÷-
íîå ñðåäíåå, ÷åðåç m11 âòîðîé âûáîðî÷íûé ñìåøàííûé öåíòðàëü-
íûé ìîìåíò.

170



Èç (3.24) îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

λ̂0 = m11, λ̂i = H(x̄i,m11) = x̄i −m11, i = 0; 1.

Òàê êàê µ2(m11) =
µ22−µ2

11

n + o
(

1
n

)
, èç (3.27) ïîëó÷àåì

Dλ̂0 = µ2(m11) =
λ2

0 + 6λ0 + (λ0 + λ1)((λ0 + λ2)

n
+ o

(
1

n

)
.

(3.28)

Ñîãëàñíî [16], ôóíêöèÿ îò ìîìåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ
äèñïåðñèåé, ñîâïàäàþùåé ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì ôîðìóëû

DH(x̄i,m11) = µ2(x̄i)− 2µ11(x̄i,m11) + µ2(m11) + o

(
1

n

)
.

Èñïîëüçóÿ (3.28), à òàêæå òî, ÷òî µ2(x̄i) = λ0+λi
n , âû÷èñëÿÿ

µ11(x̄i,m11) =
n− 1

n2
µ21 =

2λ0

n
+ o

(
1

n

)
,

ïðè i = 0; 1 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè îöåíîê

Dλ̂i =
1

n

(
(λ0 + λi)(2λ0 + λ1 + λ2) + λ0(λ0 + 2)

)
+ o

(
1

n

)
.

3.6.4. Ïðèìåð èç èììóíîëîãèè

Â îáñëåäîâàíèè ó÷àñòâîâàëè 160 áîëüíûõ, êîòîðûå ïðîõîäèëè
ëå÷åíèå è ñîñòîÿëè íà ó÷åòå â îòäåëåíèè áèîòåðàïèè è òðàíñïëàí-
òàöèè êîñòíîãî ìîçãà ÍÈÈ îíêîëîãèè èì.ïðîô. Í.Í.Ïåòðîâà ñ 1998
ïî 2006 ãã. Â ïðîöåññå âàêöèíîòåðàïèè è äàëüíåéøåãî íàáëþäåíèÿ
áîëüíûõ îñóùåñòâëÿëè ìîíèòîðèíã ñîñòîÿíèÿ èììóííîé ñèñòåìû.

Îòíîñèòåëüíîå è àáñîëþòíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê, ýêñïðåññèðóþùèõ CD3,

CD4, CD8, CD20, CD16, CD25, CD38, CD71, CD95, HLA DR àíòèãåíû îïðåäåëÿ-

ëè ìåòîäîì íåïðÿìîé èììóíîôëþîðåñöåíöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîíîêëîíàëü-

íûõ àíòèòåë. Êîíöåíòðàöèþ ñûâîðîòî÷íûõ èììóíîãëîáóëèíîâ (Ig) M, G, A

îöåíèâàëè ìåòîäîì ðàäèàëüíîé èììóíîäèôôóçèè ïî Ìàí÷èíè, óðîâåíü öèðêó-

ëèðóþùèõ èììóííûõ êîìïëåêñîâ (ÖÈÊ) � ìåòîäîì îñàæäåíèÿ ïîëèýòèëåíãëè-

êîëåì. Äëÿ îöåíêè ôóíêöèîíàëüíîé àêòèâíîñòè Ò-êëåòîê èçó÷àëè ñïîíòàííóþ

àêòèâíîñòü ìîíîíóêëåàðîâ, ïðîëèôåðàòèâíûé îòâåò íà ìèòîãåí êîíêàíàâàëèí
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À (ÊîíÀ) è ôèòîãåìàããëþòèíèí (ÔÃÀ), ñïîíòàííóþ ÍÑÒ-àêòèâíîñòü ôàãîöè-

òîâ, ôàãîöèòîç ìîíîöèòàìè è íåéòðîôèëàìè ÷àñòèö ëàòåêñà (Ô×-ôàãîöèòàð-

íîå ÷èñëî), èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî âûðàæàëàñü ÷åðåç èíäåêñíûé ïîêàçàòåëü

(ÔÈ) àêòèâíîñòè ýòèõ êëåòîê.

Òàáëèöà 3.6.

IgG Ãðóïïà

ïàðàìåòð àäúþâàíòíàÿ ëå÷åáíàÿ

B0 1.27 2.4
Λ0 10.37 5.58
B1 1.33 1.93
Λ1 9.99 6.83
% 0.23 0.50

λ0 2.33 3.09
λ1 8.04 2.45
λ2 7.66 3.74

Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëè ïåðåä âàêöèíàöèåé (íóëåâàÿ òî÷êà),
ïåðåä êàæäîé âàêöèíàöèåé (òî÷êè ñ 1-é ïî 5-þ), ÷åðåç 1, 3, 6 è
12 ìåñÿöåâ ïîñëå çàâåðøåíèÿ âàêöèíàöèè (ñ 6-é ïî 9-þ òî÷êè).
Èñõîäíî áîëüíûõ ïîäðàçäåëÿëè íà àäúþâàíòíóþ è ëå÷åáíóþ ãðóï-
ïû, à ïî èòîãàì íàáëþäåíèÿ � íà ãðóïïû ñ ïðîãðåññèðîâàíèåì çàáî-
ëåâàíèÿ è ñ ðåìèññèåé. Àäúþâàíòíûé (adjuvans) îçíà÷àåò âñïîìîãà-
òåëüíûé (î ìåòîäå, ëåêàðñòâåííîì ñðåäñòâå è ò.ï.). Â àäúþâàíòíîé
ãðóïå âàêöèíàöèÿ ïðîâîäèëàñü â ïðîôèëàêòè÷åñêîé öåëüþ [7].

Òàêèì îáðàçîì, ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ïàðû ïîëîæèòåëüíî
êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì âðåìåííûì
òî÷êàì, äëÿ êîòîðûõ íå îòâåðãàåòñÿ ãèïîòåçà ñîãëàñèÿ ñ ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèåì, è îöåíåíû ïàðàìåòðû ôîðìû λ0, λ1, λ2, èíòåð-
ïðåòèðóåìûå êàê áàçîâàÿ, àïîïòîçíî-ýôôåêòîðíàÿ (ÀÝÝ) è ðåãå-
íåðàöèîííî-ñòèìóëèðîâàííàÿ ýêñòåíñèâíîñòü (ÐÑÝ).

Íàïðèìåð, â òàáë. 3.6 ïðåäñòàâëåíû îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïî ìå-
òîäó ìîìåíòîâ äâóìåðíîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè èì-
ìóíîãëîáóëèíîâ IgG â àäúþâàíòíîé è ëå÷åáíîé ãðóïïàõ â íóëåâîé
è ïåðâîé òî÷êàõ.

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïîçâîëèëè âûÿâèòü çíà÷èìûå îòëè÷èÿ â äè-
íàìèêå èììóíîãëîáóëèíà êëàññà G, öèðêóëèðóþùèõ èììóííûõ êî-
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ìïëåêñîâ è êëåòîê-êèëëåðîâ â ðàçíûõ ïðîãíîñòè÷åñêèõ ãðóïïàõ.
Îòëè÷èå íàáëþäàåòñÿ íå ïî áàçîâîé ýêñòåíñèâíîñòè, à ïî ÀÝÝ è
ÐÑÝ, êîòîðûå çíà÷èìî íèæå â ãðóïïå áîëüíûõ ñ ìåòàñòàçàìè.

Ðèñ. 3.16. Äèíàìèêà ÐÑÝ ïîñëå âàêöèíàöèè.

Íà ðèñ. 3.16 � 3.17 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ðåãåíåðàöèîííî-ñòè-
ìóëèðîâàííîé è àïîïòîçíî-ýôôåêòîðíîé ýêñòåíñèâíîñòè, ïîñòðî-
åííûå ïî ïðèðàùåíèÿì èììóíîãëîáóëèíà êëàññà G â òî÷êàõ 0 è 1, 1
è 2, 2 è 3, â ãðóïïàõ áîëüíûõ, ó êîòîðûõ çàáîëåâàíèå ïðîãðåññèðóåò,
è ó áîëüíûõ ñ óñòîé÷èâîé ðåìèññèåé.

Ðèñ. 3.17. Äèíàìèêà ÀÝÝ ïîñëå âàêöèíàöèè.
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Çàêëþ÷åíèå

Àâòîíîìíîñòü, ñöåïëåííîñòü è íàäåæíîñòü ñèíòåçà êîìïîíåíò
ëþáîé áèîñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ åå åñòåñòâåííûìè àòðèáóòàìè, êîòî-
ðûå òðóäíî ïîääàþòñÿ ïðÿìîìó îïèñàíèþ. Êîñâåíûì îáðàçîì îíè
àêêóìóëèðóþòñÿ â ôåíîìåíàõ, èññëåäóåìûõ â ýòîé ðàáîòå. ×òîáû
íå íàñòóïàòü íà îäíè è òå æå ãðàáëè, âàæíî áûëî íàéòè ìàòåìàòè-
÷åñêèå ñòðóêòóðû, êîòîðûå íåïðèìèòèâíî áû ñîîòíîñèëèñü ñ äåéñ-
òâèòåëüíîñòüþ, ïîçâîëèëè áû ÷åò÷å âûñòðàèâàòü àëãîðèòì ñòàòèñ-
òè÷åñêîãî àíàëèçà è îòêðûâàëè áû ñàìûå ñóùåñòâåííûå ñòîðîíû
èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé.

Ïðè ñåãîäíÿøíåì ñâîåîáðàçíîì ïîäâåäåíèè èòîãîâ ìíå áû õî-
òåëîñü âûðàçèòü ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ó÷èòåëÿì: ïðîôåññîðó
Åðìàêîâó Ñ.Ì., áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ñóùåñòâóåò áèîìåòðè÷åñêàÿ
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